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1 . C’est de la Pin du siècle dernier et du commen¬ 
cement de celui-ci qu’il faut dater les premiers tra¬ 
vaux modernes sur le principe d’indépendance de 

— / 

l’absolu transformé s3us le nom de principe de 

, p 

relativité. Le Mémoire fondamental de M. H.-À.- 

1 

Lorentz parut dans les Amsterdam Proceedings , 

1903-1904. 

Bientôt les résultats expérimentaux devinrent de 
plus en plus favorables a la théorie. 

Dès 1905, M. Einstein admit sans hésitation le 
principe appliqué d’abord avec prudence par 
Lorentz et lui donna une grande extension. 

Depuis lors, de nouveaux problèmes ont surgi; 
de nombreuses études ont été faites pour en décou¬ 
vrir la solution. Telles sont, par exemple, les re¬ 
cherches sur la gravitation. 

/Dans un Cours ne devant compter qu’un nombre 
restreint de leçons, il n’est pas possible de donner 

L. 


t 
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une idée même approchée de tous ces travaux. La 
Science est d’ailleurs sur plusieurs points en pleine 

évolution. 

*. / 

Il est préférable de se borner a exposer les fonde¬ 
ments de la théorie en laissant même de côté les 
questions qui ne sont pas nécessaires à ce but. C’est 
ainsi qu’à propos des phénomènes électromagné¬ 
tiques) nous ne considérerons pas le cas des dié¬ 
lectriques. 

r 

Les principes de la théorie sont les suivants : 

La vitesse de la lumière dans le vide est constante 
et indépendante de ia vitesse du foyer,'au moins 
quand ce foyerest animé d’un mouvement uniforme. 
Les lois des phénomènes naturels sont indépendantes 
de l’état de mouvement du système de coordonnées 
par rapport auquel les phénomènes çont observés, 
pourvu que ce système ne soit pas animé d’un mou¬ 
vement accéléré (principe de relativité). 

? 


2 . U importe de signaler tout spécialement qu’il 
s’agit ici de science positive au sens strict. Non seu¬ 
lement on écartera toute discussion métaphysique 
sur le temps et l’espace, mais encore on n’aura à 
invoquer aucune hypothèse particulière sur la nature 
intime des phénomènes. Nous n’aurons pas à nous 
préoccuper de l’existence ou de la non-existence de 


l’éther, non plus que de la nature de la lumière, du 
mécanisme intime des actions électromagnétiques. 
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Il nous sera indifférent qu’on admette l’hypothèse' 

de l’émission, l’hypothèse des ondulations de l’éther , 

ou la théorie électromagnétique ( ! ). 

Il est d’autant plus nécessaire d’insister sur ce 

^ ♦ 

point que c’est a propos de la théorie des électrons 
que la transformation dé Lorentz a été établie; que 
l’hypothèse des ondulations de l’éther est, a première 
vue, incompatible avec le principe de relativité; 
que l’hypothèse de l’émission est, il première vue, 
incompatible avec Ja constance de la vitesse de. la 
lumière ; que la dynamique dite de la relativité a 
etc établie a partir de l’éleclrodynamique en admet¬ 
tant hypothétiquement que la matière est constituée 
par les deux électricités. 

En outre, les résultats auxquels nous parviendrons 
ctânt affranchis de ces hypothèses, auront plus de 
chances de duree, quels que soient les changements 
que l’avenir pourrait apporter il nos idées sur elles. 

Gela ne nous interdit pas, cependant, d’examiner 
en passant si une hypothèse est incompatible avec 
les principes. 

3. Caractère et rôle du principe de relativité. — 

Le mot principe est-il juste ? Nous considérons le 
principe de l’énergie comme une vérité profonde. 
En est-il de môme du principe de relativité? 

Le principe de conservation de l’énergie constitue 

.. . . . . , ...... - - - - -—■ . * 

* 

(*) Ce n'est qu'après établissement de la théorie que nous 

• r 

admettrons l'existence des charges électriques. 
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une affirmation d’une puissante objectivité. Tl y a 
dans la nature quelque chose que nous nommons 
énergie; sa définition, sa mesure sont subjectives; 
mais nous affirmons que cette chose existe indépen¬ 
damment de nous; c’est une grandeur concrète et 
nous affirmons qu’elle est invariable. 

Il en est tout autrement du principe de relativité. 
Malgré tous les énoncés qu’on en a donnés, depuis 
, celui qui implique les notions de repos et de mou¬ 
vement absolus, jusqu’il ceux qui en sont complète- 

» 

ment affranchis, il présente un caractère tout spécial 
qu’on lui a souvent reproché. En effet, bien qu’on 
ne s’en aperçoive pas a première vue, l’énoncé du 
principe implique que les mesures faites à l’occasion 
d’un même phénomène par différents observateurs, 
soient différentes si ces observateurs ne sont pas en 
repos relatif. Qu’a travers la diversité des mesures, 
seules choses que nous connaissions immédiate¬ 
ment, tout s’arrange si bien que les lois des phéno¬ 
mènes restent les mêmes, c’est ce que beaucoup 
se refusent encore Ix admettre. Ils doutent qu’un 
tel point de départ puisse servir de base a des 
réalités. 

* 4 

Cependant, en s’y refusant, on est peut-être dupe 
de notre habituelle tendance a tout objectiver, à 
confondre trop souvent les sens des mots existence 
et réalité . 

Tel corps mesure pour un observateur qne 
certaine longueur; pour un autre, il mesure une 
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autre longueur. Les deux mesures, même si elles 

; 

diffèrent, sont aussi réelles l’une que l’autre. 

D’ailleurs, il n’est pas dit que les lois physiquës 
soient faites pour satisfaire au principe.: Le rôle du 
physicien consiste à constater que, dans nombre de 
cas, les lois experimentales sont telles que le prin¬ 
cipe est satisfait, et si l’on a toujours, plus ou moins 
intuitivement, admis ce principe, c'est qu’il ajuste¬ 
ment son origine dans l’expérience. 

Seulement, on n’avait pas examiné attentivement 
s’il est toujours satisfait. 

En second lieu, le principe est-il d’application 
générale? Peut-il être étendu h *.ov ■; les mouve¬ 
ments? Cela est possible. À défaut d’une preuve 

y 

expérimentale directe, il faut observer qu’une accé¬ 
lération absolue n’est pas plus intelligible qu’une 
vitesse absolue ( ! ). 

Quant au rôle qu’il joue, on peut, même en s’en 
tenant aux mouvements uniformes, en montrer l’im¬ 
portance pour deux misons principales. 

Ce n’est pas qu’il fasse ressortir l’incompatibilité 

de certaines hypothèses avec certains faits, cela 

» 

serait peu de chose; on aurait eu .simplement h 
rejeter ces hypothèses et à les remplacer par d’au¬ 
tres; c’eût été peu nouveau comme méthode de tra¬ 
vail; mais il conduit h une conclusion d’une portée 
beaucoup plus grande : il a mis en évidence la con- 


« 
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tradiclion que présentaient entre elles certaines lois 
expérimentales considérées jusqu'alors comme 
rigoureuses. 

Il faut donc conclure que quelques-unes, au 
moins, de ces lois n'étaient qu'approximatives. C'est 
qu'en effet, si l’expérience est la source première et 
indispensable de nos connaissances, elle ne com¬ 
porte qu’une exactitude limitée. Dans un premier 
groupe de phénomènes, un élément peut avoir une 

influence non nulle, mais assez faible pour nous 

» #• 

échapper; dans un autre groupe, l'influence devient 
sensible. La comparaison des résultats, c'est-à-dire 
la théorie, met alors en lumière leur incompatibilité 
et montre qu’en admettant la loi primitive comme 
exacte pour toutes les valeurs des variables, nous 
avions fait une extrapolation illégitime. 

C'est ce qui se présente dans le cas de la Dyna¬ 
mique classique. Elle constitue une science d'or¬ 
donnance parfaite dans laquelle on tirait, de trois 
principes, des conséquences qui avaient été vérifiées 
par l'expérience. 

Ces principes étaient eux-mêmes d’origine quasi 
expérimentale en ce sens qu’ils étaient obtenus par 
extrapolation de faits observés. 

Mais il arriva que certains faits du domaine de 
l’Electrodynamique ne se plièrent pas aux exigences 
de la Mécanique générale. Il fallut examiner de 
nouveau les trois principes; on s'aperçut qu'ils man¬ 
quaient de précision. Considérés comme absolus, ils 


à 
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semblaient indépendants de l’observateur destiné & 
les appliquer. Lorsqu’on voulut préciser, on ren¬ 
contra des contradictions qu’il fallut résoudre. 
C’est ainsi qu’on a été conduit à une théorie 
nouvelle. » ' 

D’autre part, l’importance du principe de relati¬ 
vité vient de ce qu’il constitue un instrument de 
coordination et, par conséquent, de découverte 
d’une puissance singulière. 

t 

4. L’expérience, la théorie et l’hypothèse. — 

Des méthodes d’investigation que nous possédons 
pour arriver è la connaissance des lois naturelles, la 
première est la méthode expérimentale; la seconde, 
la théorie qui s’efforce de relier les faits connus ; la 
troisième et, bien entendu, la moins sûre est 1 -hy¬ 
pothèse par laquelle nous tentons de combler les 
lacunes de la théorie. L’hypothèse joue un rôle 
provisoire, mais nécessaire; elle a rendu de grands 
services en suggérant l’idée d’expériences nouvelles ; 
elle a aussi une séduction certaine; croire que 
nous avons découvert un secret que la nature 
tenait caché : l’éther, par exemple, n’est pas 
pour nous déplaire. Cependant l’emploi simultané 
de l’expérience et de la théorie peut seul nous 
fournir la certitude, du moins une qpasi-certitude 
physique. 

En dehors des applications pratiques, la méthode 
scientifique a toujours consisté h interroger l’expé- 
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rience, à augmenter le domaine des faits, puis à les 
relier théoriquement, c’est-à-dire à découvrir lcs^ 
principes d’origine quasi expérimentale, stricte- 
meut nécessaires et suffisants pour retrouver, par 
voie déductive, les faits connus et pour en découvrir 
de nouveaux. 

, 0 r l’introduction du principe de relativité permet 

d’établir une théorie bien cohérente qui, certes, ne 

constitue pas une synthèse explicative, mais ce 

qu’on pourrait peut-être appeler une synthèse 

purement logique « Des exemples feront comprendre 

\ 

ce qu’il faut entendre par là; 

La théorie cinétique est une synthèse explicative 
partielle et qui peut être considérée aujourd’hui 
comme l’expression fidèle de la réalité. On suppose 
une certaine constitution des corps; on en déduit 
des lois déjà connues, ou des lois nouvelles. 

La théorie de l’éther de Fresnel, l’hypothèse du 
déplacement de Maxwell, la théorie de Ritz pour 
les éaics spectrales sont des tentatives de synthèses 
explicatives partielles. 

. Dans les synthèses explicatives, on part d’élé¬ 
ments primordiaux. Si l’on entend par synthèses 
purement logiques des exposés où l’on part de cer¬ 
tains postulats, sans s’occuper de savoir s’ils sont 
primordiaux pu non, pour en tirer, par voie déduc¬ 
tive, des conséquences qu’on pourra comparer aux 
faits, aloVs la Dynamique classique, la Thermodyna¬ 
mique, la présente théorie sont des synthèses pure- 
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ment logiques. Les synthèses purement logiques 
sont des synthèses d’avant-garde qui feront place, 
plus tard, aux synthèses explicatives. Elles fie 
peuvent satisfaire notre désir de connaître le fond 
des choses , mais elles répondent ou tendent,* au 
moins, h répondre à notre besoin de certitude. : 

Cela est d’autant plus précieux que, sur ce ter¬ 
rain, nous ne possédons aucune synthèse explica¬ 
tive. Nous ignorons les causés profondes de la gra¬ 
vitation et des forces électromagnétiques. Les essais 
de Maxwell, ceux de Bjerkness sur les sphères pui¬ 
santes, l’hypothèse de Lçsage et celles qui • en 
dérivent n’ont jamais réussi qu’è faire ressortir de 
simples analogies sans fournir l’amorce d’une expli¬ 
cation vraiment satisfaisante. Il faut nous conteriter 
actuellement d’une synthèse purement logique et 
faire nos ellbrls pour la rendre plus complète et plus 
rigoureuse. 

En outre, l’adoption franche du principe de 
relativité a fourni l’indication des points sur les¬ 
quels il convient d’accroilre la précision expéri¬ 
mentale. 


5 . Sans faire ici l’historique détaillé des idées, 
il y a lieu toutefois de marquer quelques points de 
leur évolution. 

Le xvm c siècle nous avait légué la Dynamique 
classique dans son développement essentiel» On 
savait que la seule force bien connue : la gravi- 


in 
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talion, est régie par la loi de Newton. Elle était 
considérée comme ayant la même valeur lors du 
repos et lors du mouvement et comme se transmet¬ 
tant instantanément. Avec Coulomb et Green sur- 

t 

vint le développement de l’Electrostatique; h part 
le fait de la conduction, la force électrique rentrait 
complètement dans le moule de la Mécanique et 
suivait les mêmes lois que la gravitation. Elle met¬ 
tait toutefois les physiciens en présence de forces 
répulsives . 

Les découvertes d’OErstedt et d’Ampère, puis de 
Faraday, apportaient des faits d’un caractère nou¬ 
veau qui ne rentrèrent nullement dans les cadres 
antérieurs, malgré les tentatives d’Àmpère faîtes 
pour élargir ces cadres. 

Si, conformément il l’hypothèse toujours présente 
dans les esprits, un courant consiste en un mouve¬ 
ment des électricités dans un fil conducteur, deux 
courants parallèles ne devraient, contrairement à 
l’expérience, exercer aucune action l’un sur 
l’autre, si toutefois on considère les électricités 
comme ayant l’une des propriétés essentielles attri¬ 
buées jusqu’ici aux corps ordinaires. 

On est alors conduit è une loi de force plus géné- 

* jr 

raie que celle de l’Electrostatique. On introduit la 
notion de champ magnétique; une charge en mou¬ 
vement est soumise d’abord au champ électrique 

dont la délinition est, de plus, étendue; en outre, 

* 

elle est soumise à une force supplémentaire perpen- 


» 


i 
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diculairc h la vitesse et au champ magnétique» pro¬ 
portionnelle à leur produit et au sinus de leurangle. 
Mais Maxwell prévoit que deux corps chargés animés 
d’une même vitesse n’exercent plus aucune force 
électromagnétique l’un sur l’autre, si la vitesse 
d’entraînement est égale it celle de la lumière; or, 
pour les observateurs entraînés, la force doit être 
la même qu’au repos. Il y a contradiction ma¬ 
nifeste. 

Une autre difficulté se présente au sujet de la 
vitesse de la lumière. Admettons l’existence de 


l’éther. Ce milieu est sensiblement immobile. Une 


onde se propage avec la vitesse V indépendante du 
mouvement du foyer. Par suite, si divers observa-^ 
leurs sont animés de mouvements uniformes de 
directions variées, ils devront mesurer, pour la 
vitesse de la lumière, par rapport à eux-mêmes, des 
valeurs différentes. La même difficulté se présente 
dans la théorie électromagnétique de la lumière. 
Une difficulté analogue se présenterait dans l’hypo¬ 
thèse de l’émission oîi la lumière doit, semble-t-il, 
participer à la vitesse du foyer. 

Pour trancher la question, qui peut se ramener è 
une expérience d’interférences, Michelson (*) fit 
interférer deux rayons lumineux qui, avant d’ayoir 
la même direction finale, parcourent des trajets 
perpendiculaires; le premier est d’abord réfléchi sur 


(') A. Miciielson, PftiL Mag., t. VIII, 1904, p. 716. 
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une glace sans tain inclinée à vient atteindre 
normalement un miroir, traverse la glace; l'autre 
traverse d’abord la glace, tombe normalement sur 
un second miroir, est renvoyé vers la glace où il se 
réfléchit dans la direction finale du premier rayon; 
les deux rayons peuvent interférer et, suivant l’orien¬ 
tation de tout l’appareil relativement au mouvement 
de la Terre, on devrait observer un déplacement 
appréciable des franges. Rien de pareil ne fut 
observé et, grâce aux grands progrès réalisés dans 
les méthodes expérimentales, on put affirmer que 
l'effet attendu ne se produisait pas. 

C’est pour rendre compte de ce résultat négatif 
que Lorentz et Fitzgerald furent amenés a supposer 
que les corps en état de mouvement uniforme 
subissent, dans le sens du mouvement, une réduction 
de leurs dimensions. 

C’était là, sans doute, une hypothèse; mais une 
hypqthèse de fait qui n’est invérifiable que parce que 
nous ne pouvons donnera un corps une vitesse assez 
grande. Cette découverte, avancée avec prudence 
par ses auteurs, rencontra naturellement une vive 
opposition. 

0. Une autre contradiction fut aussi mise en 
évidence. 

L Elèctrodynamiquc, basée sur 1 expérience, fait 
prévoir que, si deux corps chargés maintenus à dis¬ 
tance sont animés d’un même mouvement et si la 
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droite qui les joinl fait un angle non nul avec l’en- 
traînement, ces deux corps sont soumis à des forces 
parallèles, non opposées; il doit en résulter un 
couple ayant pour effet d’orienter la droite qui les 
joint parallèlement a la vitesse. MM. Trou ton et 
Noble (*) chargèrent un condensateur plan mobile 
autour d’un axe; le couple prévu était suffisant pour 
que le condensateur montrât une tendance à s’orien¬ 
ter avec les plateaux parallèles au mouvement de 
la Terre. Cela eût été en désaccord avec toutes nos 
idées sur la relativité des phénomènes physiques. 
On a en effet toujours admis que, si un physicien 
fait des expériences dans un laboratoire, le mouve¬ 
ment d’entraînement n’exerce sur les mesures qu’il 
fait aucune influence, à moins pourtant que la force 
centrifuge n’atteigne une intensité suffisante. Cela 
n’est pas autre chose que le principe de relativité. 
Le résultat de l’expérience fut négatif. Pour en 
rendre compte, M. Langevin appliqua une méthode 
générale pour, résoudre les problèmes de la Dyna¬ 
mique électromagnétique ( 2 ). W e et W,« désignant 

les énergies électrique et magnétique, l’intégrale 

■ 

« 

f\\V e -W„)dt 

à 

doit rester stationnaire; l’auteur considère ce prin- 

«m u g m ^ 

m 

(') Tuouton cl Noulk, Proc. Iioy. Soc I# LXXII, 1903, 
p. i32.- 

( J ) P. Lanqkvin, C. JR. Acad. Sc t. CXL, 1906, p. 1171. 
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oipc de variation nulle comme résultat d’une induc¬ 
tion basée sur des principes uniquement électro¬ 
magnétiques (■). Pour une configuration d'équi¬ 
libre, la fonction de Lagrange ( a ) L = W«.— \Y m 
ne varie pas avec le temps. Dans le cas du conden¬ 
sateur, et si l’on admet la contraction longitudinale, 
la fonction de Lagrange IV pour le système en mou¬ 
vement a pour valeur 

v et V étant la vitesse d'entrainement et la vitesse 
de la lumière. \J est donc indépendante de l’orien¬ 
tation et le condensateur restera en équilibre dans 
une position quelconque par rapport au mouvement 
de la Terre. 

* » 

7. Les expériences de Michelson cl de Troulon 

et Noble, ainsi que les différents phénomènes lumi¬ 
neux et électromagnétiques, sc ramènent, au point 
de vue théorique, aux équations du champ électro¬ 
magnétique et à l'expression de la force qui s'exerce 
sur une charge en mouvement. Lorsque ces équa¬ 
tions générales eurent été établies sur une base 
expérimentale, il fut constaté qu’elles ne gardaient 


(') P. Laxokvix, Revue des Sciences pures et appliquées , 
3o mars 1900 , p. aCC. 

( 3 ) Max Abraham, Ions, Électrons, Corpuscules , fasc. 1 , 190O, 
p. 35. 
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pas la môme forme quand on passait d’un système 
de référence à un autre en mouvement par rapport 
au premier; ce qui veut dire, au point de vue 
physique, que les lois des phénomènes observés 
étaient différentes pour les différents observateur?. 
Pour effectuer ce passage d’un système h un autre, 
on appliquait la transformation classique dite de 

Galilée : #*, yq, t x et # a > y'a» 3 a , t 2 étant les 

% 

coordonnées et le temps respectivement pour deux 
observateurs S*, S a , la transformation de Galilée la 
plus simple consiste dans les relations 


— a'i -h « y\ = y ty z x = z u t x = /*, 

» 

u étant la vitesse uniforme dont S a est animé par 
rapport à S t , suivant le sens des x positifs pris 
parallèlement h la translation. 

Lorentz eut l’idée de remplacer cette transforma¬ 
tion par une autre choisie de telle sorte que les 
équations pussent garder la môme forme. 

G’est alors qu’Einstein posant, a priori , les deux 
principes sur lesquels Lorentz s’était implicitement 
appuyé, donna, de la transformation de Lorentz, 
une démonstration purement cinématique. 

Ensuite fut constituée la dynamique de l’élec¬ 
tron, conforme au principe de relativité; elle fut 
étendue au cas des corps matériels sous le nom de 
dynamique de la relativité; celle-ci apparaît ainsi 
comme une conséquence de l’Electrodynamique. 
Une telle méthode d’exposition, conforme u l’ordre 


|6 
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chronologique, a été adoptée par M. I/aueC) et, 
si le temps nous l’avait permis, nous nous serions 
d’abord place à ce point de vue. C’est ce que nous 
ferons en partie pour établir la transformation de 
Lorenl/. a partir des deux principes énoncés; nous 
en donnerons deux démonstrations : la première 
sera faite en trois temps et en considérant des cas 
particuliers très simples afin de bien saisir le sens 
physique ; la seconde, que nous emprunterons a 
M. Lune, est tout abstraite, mais a l’avantage d’étre 
très brève. 

8. Notre but étant de présenter un exposé aussi net 
que possible, drtt-il être de portée restreinte, mais 
de spécialiser le plus tard possible quant à l’origine 
des forces en jeu, nous avons été conduit à suivre 
une méthode d’exposition différente. Nous limite¬ 
rons notre étude aux champs de force. Cette res¬ 
triction n’est peut-être pas aussi grande qu’elle peut 
le* paraître, puisque, jusqu’à présent, on a tou¬ 
jours interprété les phénomènes physiques comme 
dus à des mouvements sous l’action de forces di¬ 
verses. Nous établirons la dynamique de la rela¬ 
tivité dans le cas des états quasi stationnaires, en 
complète indépendance de l’électrodynamique, et 
en nous appuyant sur trois principes. 


(') Laue, Das Relcitivitatspvinzip (Vieweg und Sohn, 
Braunschweig, igu). 
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Le premier diffère peu du principe do constance 
«le la vitesse de la lumière; le second est le principe 
des travaux virtuels; le troisième, la loi expéri¬ 
mentale fondamentale de Galilée-Newton (nouvelle 
forme du principe de l’inertie) considérée comme 
valable dans le cas le plus restreint. 

Il nous suffira, pour établir la dynamique de la‘ 
relativité, de nous appuyer sur la transformation de 
l.orentz, qui résultera aussi du nouvel énoncé, et 
sur les travaux de Poincaré. Nous obtiendrons 

r 

ensuite sans hypothèse nouvelle, et par voie déduc¬ 
tive, les lois fondamentales des forces entre corps 
en repos ou en mouvement, les lois de l'électro¬ 
statique, de l’électrodynamique, de l’induction par 
déplacement relatif des conducteurs, de l’induction 
par variation du champ ou, ce qui revient au môme, 
les équations du champ électromagnétique, sinon 
dans le cas le plus général, mais néanmoins valables 
quelque rapide que soit la variation en un point 
fixe; nous montrerons : que l’égalité de l’action 
et de la réaction des forces motrices n’est plus 
un principe, mais un théorème applicable dans 
certains cas et pour certains observateurs; que la 
loi de Newton-Coulomb, qui fait intervenir la 
distance, peut être obtenue h l’exclusion de toute 
autre; qu’en ce qui concerne l’attraction newto¬ 
nienne, il ne peut exister de substance simple dont 
tous les éléments s’attireraient ou que, du moins, 
les corps qui en seraient constitués n’obéiraient pas 

L. 


a 
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aux principes posés. Nous verrons aussi que la 
masse n’est pas la mesure de la matière, mais bien, 
ainsi qu’Einstcin l’a annoncé le premier, de l'éner¬ 
gie; et que, peut-être, celle-ci est douée de poids. 

En raison de sa brièveté, notre exposé sera très 
incomplet. Nous laisserons de cdté plusieurs résul¬ 
tats mathématiques intéressants : interprétation 
géométrique de la Irans format ion de Lorentz, etc. 
pour ne pas trop nous éloigner du point de vue 
physique. 

Pour en faciliter la lecture, nous nous abstien¬ 


drons de faire appel à la théorie des vecteurs propre- 

* 

ment dite. Quand l’occasion s’en présentera, nous 
ferons les calculs sur les équations ordinaires; mais 
nous écrirons les résultats au moyen des notations 
vectorielles à cause de la concision qu’elles per¬ 
mettent et dont nous allons donner la signification. 


Avant d’y procéder, qu’il nous soit permis d’ex¬ 
primer tous nos remerciements è l’imprimerie 
Gauthicr-Vill uv pour les soins apportés a l’exécu¬ 
tion typographique. 


9. Principales notations vectorielles à trois di¬ 
mensions : 

Produit intérieur ou scalaire de deux vecteurs 
«, b aux composantes a x , a yy a z ; b X) b y , b z : 

~ 4* Uyb y m ~ H Cl z bz* 

* 

C’est une quantité égale au produit des deux vec- 
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leurs et du cosinus de leur angle. Par exemple, le 
travail élémentaire d’une forco F aux composantes 
X, Y, Z dont le point d’application décrit un élément 
de courbe ds aux composantes dx y dy , dz est 

d(b = (F ds) = X dx 4- Y dy -h Z ds. 

Produit extérieur ou vectoriel de deux vecteurs 
[rtfr], aux trois composantes 

Clyb • —- Ct • l)y 

[<ï6] r = a z b x — a x b z [a&] = — [6n], 

a x b y — a y b x 

11 constitue un vecteur dont la grandeur est pro¬ 
portionnelle au produit des deux vecteurs et au 
sinus de leur angle; par exemple, la surface d’un 
parallélogramme construit sur les deux vecteurs; 
sa direction est normale au plan des deux vecteurs. 

Opérations différentielles. — Le symbole de 

différentiation est représenté par \J est un 

vecteur symbolique aux composantes y#, \7y, Vzî 
V*, par exemple, indique la dérivée par rapport hx. 

Gradient . — Soit une quantité scalaire; par 

exemple un potentiel électrostatique; \/<J/ (sans 
parenthèse) représente un vecteur, le gradient de 
potentiel aux composantes 

V* Wÿ» V* 'K 

dty dty dty 
dx dy* ds 


c’est-à-dire 
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Divergence d*un vecteur a* — C’est le produit 
symbolique intérieur des deux vecteurs \1 et a : 

( v*0 7=3 SJx (tx-t- 


c’est-à-dire 

(V«) 


da x 

dx 




da z 

dz 




Curl d 9 un vecteur a» — C’est le produit sym¬ 
bolique extérieur [\7a] des vecteurs \J et a; ses 
trois composantes sont 

V )' (t * — \7: fl ) - i Vc a x — SJx o-; SJx — SJy-a St 

c’est-à-dire 




da v 

» 

</;r 






Dérivées d'un scalaire ou d'un vecteur par 
rapport au temps . — Si a est un scalaire, sa 

,, • . . da da 

dérivée est -7-: si a est un vecteur, -rr est un vcc- 

dt 1 dt 

k 

leur aux composantes 

da x dety da z 

HT* HT* ~dT* 


Laplacien . — Si a est un scalaire, son laplacien 


est 


A « 


d*a d*a 
dx* ' dy* 


d t a 

dz* 


Si a est un vecteur, représente les trois quan¬ 
tités /\« x , faa Xi [\a t . 
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Dalembevtien . — Le dalcmbertien (*) s’applique 
comme le laplacien aux scalaires et aux vecteurs; 
on a, par exemple, dans le cas d’un scalaire, 

□ d i a d l a d*a \ d l a a \ d % a 

vCl """ dx l dy* ds * t» 1 dt 1 *“ 

J 

r est homogène à une vitesse. 

Dans la suite, quand l’indice v ne sera pas indiqué 

cl qu’on écrira simplement Q, il sera sous-entendu 
qu’il s’agit de la vitesse V de la lumière dans le 
vide. 


10. Pour 11 e pas disjoindre les notions relatives è 
la théorie des vecteurs à trois dimensions, nous 
dirons quelques mots des tenseurs dont l’emploi 
nous sera utile au Chapitre VII. La notion de 
tenseur s’est introduite dans l’étude de l’élasticité 
des solides. Nous représenterons les tenseurs par 
des lettres grasses. 

Considérons d’abord le cas simple ume traction 
ou d’une compression. Une tige cylindrique est 
fixée par l’une de ses extrémités et chargée à l’autre 
extrémité d’une force F parallèle aux génératrices. 
La tige se déforme un peu, puis reste en équilibre 
gréce à la réaction —F du point de suspension; 
elle est soumise a deux forces égales et contraires; 


( : ) Celle dénomination a clé 
( The Theory 0/ Electrons, p. 17 


employée déjà par 
. Teubner, i<,oj.) 


Lorcnlz. 
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lu tension est le rapport de la force F il lu section 
de la tige to, supposée avoir infiniment peu varié : 

m P 

to 

Supposons que la i’ge, soumise à la charge F fixée 
h l’extrémité libre, soit encore soumise à une force 
extérieure, par exemple la pesanteur, que nous sup¬ 
poserons agir aussi parallèlement aux génératrices. 
La réaction du point de suspension sera la somme 
de F cl du poids P de la tige; la tension varie natu¬ 
rellement avec la distance au point fixe. Supposons 
la tige homogène et soit p sa densité. Si F est, par 
exemple, une traction de môme sens que la pesan¬ 
teur, la tension, à une distance x au-dessus de 
l’extrémité inférieure, sera 


T = 


F -h OJ ? X g 


W 


J/i force qui s’exerce sur un élément de hauteur dx 
est o)o g dx . Or 

dT 

lû* ~ **' 

La force, duc à la gravité, qui s’exerce sur l’élément 
de volume todx est égale au produit de ce volume 
par la force qui s’exerce sur l’unité de volume; 
celle-ci est la densité de force . Sa valeur est p^j 
on a donc 

dT 

densité de force — j g = —7- • 

' * dx 


l 
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Il en serait de môme pour le cas d’une force va¬ 
riable avec #, comme l’est d’ailleurs la gravité. 

La torsion d’une tige va nous conduire h des 
résultats de môme nature. Considérons {Jig . i) un 

Fig. i. 

Jl 


cube élémentaire d’arôles parallèles aux axes. Sup- 
posons-le soumis a une torsion pure autour de 
l’axe OZ normal au tableau. Lors de l’équilibre 
élastique, la face 4 est soumise à une force tangen- 
tielle If et la face 2 à une force tangentielle If 
égale a la précédente; les faces 1 et 3 sont de môme 
soumises à des forces II et —> égales et contraires. 
Pour que le cube soit en équilibre, c’est-a-dire ne 
tourne pas, il faut que le couple total soit nul; il 
faut avoir 

I = II- 

On établit que, dans le cas général d’un corps 
limité, soumis sur sa surface à des efforts arbitraires, 
mais sans variation brusque, on peut le décomposer 
en cubes élémentaires d’arôtes parallèles aux axes, 
et à chacun desquels sont appliquées des forces 
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susceptibles d’être décomposées suivant les trois 
axes comme on vient de le faire pour Taxe OZ. 

Les faces normales h OX subissent le tenseur : 

« 

T^.r dirigé suivant OX, 

Tyx » O Y, 

T*,e » OZ. 

Il en est de même pour les faces normales a OY et 
ensuite h OZ avec les condi>!ons 



de sorte que l’élément est soumis au tenseur 



symétrique par rapport à la diagonale et ayant six 
composantes distinctes. On voit que les tenseurs 
sont des quantités à deux indices . 

Quand aucune force extérieure n’agit sur l’élé¬ 
ment du volume, on a 





Le cas de la tige soumise h une traction et non 
pesante est un cas particulier de cclui-lh. 


i 


i 
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Dans le cas où chaque élément est soumis a une 
force extérieure, les seconds membres ne sont plus 
nuis : ils contiennent les composantes de la densité 
de force. Nous voyons donc que ces composantes 
sont les divergences des tensions suivant lès axes 
correspondants. 

Les différents auteurs n’ont pas tous employé la 
môme notation pour représenter cette opération : 
nous adopterons, le symbole suivant : 

densité de force — [Vt]. 


Le crochet [ ] indique que le résultat est un vec¬ 
teur. 11 ne peut se produire aucune confusion avec 
le symbole [\7a] du curl d’un vecteur; car, dans 
l’équation ci-dessus, la lettre grasse indique un 
tenseur; de sorte que, par définition, la divergence 
vectorielle d’un tenseur est l’opération qui vient 
d’ôtre indiquée. Cette relation peut donc s’énoncer 
ainsi : la densité de force extérieure est la diver¬ 


gence vectorielle du tenseur élastique. Le cas de la 
tige pesante, soumise à une traction verticale, est le 
cas le plus particulier de celui-là. 

La notion de tenseur n’est pas spéciale à la 
théorie de l’élasticité. Dans l’hydrostatique, les 
tenseurs sont les pressions avec cette simplification 
que les pressions sont normales aux surfaces qui 
limitent les fluides. 





i 
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CHAPITRE I. 

TRANSFORMATION DE LORENTZ. 


11. Pour établir la transformation de Lorcntz, 
nous nous appuierons d’abord sur les deux principes 
déjà énoncés (§ 1). Le principe de relativité avait été, 
au début, plus ou moins implicitement appliqué 
sous la forme suivante : « Par aucun procédé, des 
observations en mouvement ne peuvent déceler leur 
mouvement absolu, au moins si ce mouvement est 
uniforme. » 

M. Einstein ( •), pour lequel cet énoncé a le tort 
de présupposer l’existence d’axes privilégiés (liés à 
l’étner par exemple), a proposé l’énoncé déjà men¬ 
tionné : 

« Les lois des phénomènes naturels sont indé¬ 
pendantes de l’état de mouvement du système de 
coordonnées par rapport auquel les phénomènes 
sont observés, pourvu que ce système ne soit pas 
animé d’un mouvement accéléré. » 

Quant à la difficulté de concevoir un mouvement 


(•) A. Einstein, Ann. lier Phys., I. XVII, i^uj, p. 8ji. 


s 
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accéléré ou non, sans envisager des axes privilégiés, 

* ç 

elle a été reconnue par Einstein lui-même, qui a 
d’ailleurs cherché a s'affranchir de cette restriction 
de manière à considérer le principe comme étant 
d’application générale (* ). 


Ralentissement des phénomènes internes dans 
un système en mouvement uniforme. — Considé¬ 
rons d’abord deux villes U et U' jointes par une 
route rectiligne. Une voiture part de Ü, se dirige 
vers U'; elle emporte des pigeons voyageurs origi¬ 
naires de U ; un observateur 0 2 , placé dans la 
voiture, libère un pigeon à des intervalles de T mi¬ 
nutes; chacun d’eux se dirige vers U, où un obser¬ 
vateur O, note l’heure d’arrivée; de même 0, libère, 


aux mêmes intervalles de T minutes, des pigeons 
originaires de U'; ils atteignent la voiture et la 
dépassent ; 0 2 note les heures de leurs passages au- 
dessus de la voiture. Appelons T t l’intervalle d’ar¬ 


rivée en O,, T 2 l’intervalle d’arrivée en 0 2 . Si l’on 


admet qu’il ne fait pas de vent, que les pigeons ont 
tous la même vitesse V, si l’on néglige le temps 
perdu par chacun d’eux au départ, et si l’on admet 
qu’ils n’emportent aucune quantité de mouvement 
(il cause de la résistance de l’air), il est facile de 
calculer T, et T a ; le problème est analogue au pro¬ 
blème des courriers. En désignant par v la vitesse 


( l ) A. Kinsîkin, Arch. de Genève, t. XXXVII, ij jnnv. igi4: 
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constante de la voiture, on trouve 


(0 


i 


(■**) 


T,= 


v 

I— V 


Si, par exemple, la vitesse des pigeons est de 8 o k . m , 
celle du véhicule de 64 km , et si T est de 5 minutes, 
on aura pour T| 9 minutes, et pour T a 26 minutes. 
Les périodes de réception ne sont pas égales et dif¬ 
fèrent d’autant plus que la vitesse v du véhicule, 
supposée plus petite que celle des pigeons, en dif¬ 
fère moins. Si, à la limite, e ~ V, T, — 2 T et T 2 
est infini. En effet, dans ce cas, les pigeons origi¬ 
naires de U' ne peuvent atteindre la voiture. 

Remplaçons maintenant les pigeons par des 
signaux lumineux brefs envoyés à travers l’espace; 
V représente alors la vitesse de la lumière, v la 
vitesse d’un des observateurs par rapport à l’autre, 
qui peut se considérer comme étant au repos; nous 
aurons alors les relations ( 1 ). 

Or, ce que nous venons de conclure pour les 
pigeons, le principe refuse de l’admettre pour la 
lumière. En .effet, les deux relations ( 1 ) nous font 
connaître T, et T a en fonction de T et r; nous pour¬ 
rions décider lequel des observateurs serait en repos 
par rapport a l’espace, ce qui n’aurait aucun sens, de 
môme que dans le cas des pigeons, les relations ( 1 ) 
nous font savoir quel est l’observateur immobile par 
rapport a la Terre; c’est 0 |. 


1 
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Il faut donc que, par suite d’une circonstance que 
nous avons à découvrir, les deux périodes de récep¬ 
tion T| et T 2 deviennent égales. Les observateurs 
doivent s’attribuer mutuellement la même vitesse 

r 

relative. Or, le seul élément intervenant dans les 
formules est la période d’envoi des signaux; cela 
nous montre quelle est l’hypothèse implicite sur 
laquelle notre calcul est basé : la période d’envoi est 
la même dans les deux cas. Il faut donc lui en subs¬ 
tituer une autre. Considérons 0| comme étant en 
repos; sa période d’envoi des signaux est T, par 
définition. Il faut donc que, dans le système 0$, la 
période d’envoi soit différente, à l’insu de 0 2î égale 
à KT par exemple; la période de réception par 0| 
sera, non plus T,, mais 


T', = KT(i+ X) 


en posant 


XV. 


Quant aux signaux de période T émis par 0 1 , 
puisque la montre de 0 2 a une oscillation d’une 
durée K fois plus grande, il mesurera non plus l’in¬ 
tervalle T 2 , mais bien 

T 

T' r=s _-_. 

* K(t — X) 

» 

Pour que T # , et TJ soient égaux, on doit poser 
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Les équations (i) se réduisent à l’équation unique 

(a) T' = Tl / j (phénomène de Doppler-Fizeau) (*) 

qui ne permet plus de calculer que la vitesse rela¬ 
tive en fonction de la période de réception observée 
ou réciproquement. 

Si les observateurs se rapprochaient, il faudrait 
remplacer X par —X. Dans l’exemple précédent, on 
aura T , = i5 minutes. 

Appelons facteur de Loventz la quantité y /1 — X 2 . 
Les mouvements internes sont ralentis propor¬ 
tionnellement au facteur de Lorentz . L’unité de 

temps est donc fois plus grande. Supposons, 

y l — X* 

par exemple, X=^; le facteur de Lorentz sera 

J 

de 

* 

12. Si tout le long de la trajectoire de 0 2 se 
trouvent des montres immobiles par rapport tt 0| et 
réglées les unes sur les autres, les observateurs 
placés près d’elles et voyant passer la montre 0 2 
constateront qu’elle retarde de plus en plus. Réci¬ 
proquement, l’observateur 0 2 voyant passer succes¬ 
sivement devant lui les montres de l’autre système, 


(*) En négligeant X*, on trouve 
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les verra avancer de plus en plus. Il est clair que 
Ton peut répéter ce qui précède en permutant les 
indices i et 2 . 

11 en sera nécessairement de même de tous les 
phénomènes périodiques, y compris les phéno¬ 
mènes physiologiques : respiration, battements du 
cœur, etc., de sorte que différents observateurs 
d’un système voyant passer un même observateur 
de l’autre système le verront vieillir moins vite 
qu’eux; et un observateur d’un système voyant 
passer successivement les différents observateurs 
de l’autre, les verra vieillir plus vite. 

13. On tire de ce qui précède deux corollaires : 
K doit être réel J il faut que X soit plus petit que 1 . 
Donc aucun corps fie peut atteindre une vitesse 
supérieure à celle de la lumière . Par suite, tin 
observateur ne peut atteindre une vitesse telle que 
le cours des événements qu’il observe soit ren¬ 
versé. 

Puisque la lumière est de l’énergie rayonnante, 
celle-ci, dès qu’elle est rayonnée par les corps, 
prend la vitesse V; dès lors, pour un observateur 
lié h la partie de l’énergie considérée et supposé 
n’avoir connaissance d’aucune autre énergie, cette 
énergie est toujours liée aux corps; car, dès qu’il 
a la vitesse V, sa montre s’arrête; la vie de l’obser¬ 
vateur est suspendue. 


14. Heure locale dans un système en meuve* 
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menti — Dans un système en repos O*, l’heure 
locale, l’heure en chaque lieu, c’est simplement 
l’heure, les montres marquent la même heure; leurs 
indications identiques sont simultanées. Nous avons 
vu que différentes montres entraînées avec 0 2 ne 
peuvent marquer la même heure pour ; les évé¬ 
nements simultanés dans 0 2 ne sont pas simultanés 
dans O,. Comment peut-on procéder, pour régler 
deux montres l’une sur l’autre? On peut employer 
deux méthodes opposées. Bornons-nous, pour plus 
de simplicité dans le raisonnement, au cas où 
les deux montres sont placées dans O t sur une 


parallèle a la trajectoire de 0 2 . Considérons d’abord 


celles qui sont lixes dans O t . On peut ne déplacer 
aucune des deux montres; on se placera a égale dis¬ 


tance des deux; on comparera leurs indications; 
s’il y a une différence, on se transportera près de 
l’une d’elles et l’on changera la position de l’ai- 
fruillc. 


On peut opérer autrement : on laisse la montre 
étalon en place, on apporte l’autre près d’elle, on la 
met à l’heure; on la reporte à la position qu’elle 
doit occuper, avec une vitesse infiniment petite, 
sans quoi l’indication ultérieure serait faussée, -o 
cette condition, les deux méthodes donneront le 


même résultat. 


Çonsidérons maintenant les montres liées a 0 2 et 
supposons que, dans ce système, les opérateurs 
emploient la seconde méthode. Choisissons pour 
origine la montre placée en Ü 2 ; pour mettre a 
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l'heure une montre IIj, on l’apporte en O aj on la 
met u l’heure, puis elle sera reportée avec une 
vitesse infiniment petite a sa position définitive à 
une distance l de 0 2 . Soit nV la vitesse du déplace¬ 
ment. Pour parvenir à la distance /, l’horloge 1I 2 

« 

emploie une durée (mesurée aux montres II { du 
système fixe) égale à 

l 


Pendant ce trajet, les horloges H, font •—> oscilla¬ 
tions; l’horloge placée à l’origine 0 2 n’en fait que 


et II 2 n’en fait que 



v/i-X' 


/ 



7 v/i — (X -4- |a)*; 


donc H a sera, à son arrivée, en retard sur O a de 


V u 


Mais p. est infiniment petit; le rapport prend la 
forme -• En levant l’indétermination, on a, pour ce 
retard, 

II 
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Les horloges marquent donc les heures suivantes : 


/ y/1 — )>* 
( 3 ) 


II 



(horloges du système 0|), 
(horloge O*), 

(horloge 1I|). 


Si ). = i et si r? — i minute, les observateurs du 

5 V 

système 0| dont les horloges marquent, par 
exemple, 5 minutes, constateront que l’horloge 0 2 
marque 3 minutes, et l’horloge II 2 i minute 4° se¬ 
condes. 

L’expression (3) donne l’heure locale à la dis¬ 
tance / de l'origine 0 2 . On remarque que la vitesse 
infiniment petite jjlV, qui n’avait pas d’influence 
sur la marche des montres dans le système considéré 
comme en repos, en exerce, au contraire, une dans 
le système en mouvement. 

Une analyse semblable dans le cas où les montres 
se trouvent sur une normale à l’entrainement montre 
qu’elles fournissent les mêmes indications. L'heure 
locale est la même dans tout plan normal à Cen¬ 
tral ne me nt. 


15. Contraction longitudinale. — Revenons aux 
deux observateurs, 0| considéré comme en repos, 
et O a | supposons-les munis de règles divisées de 
fabrication identique et liées ù chacun d’eux respec¬ 
tivement. 0| regarde à la fois la montre de 0 2 et le 


r 


» 
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point où 0 2 se trouve sur la règle liée à 0| et placée 
dans la direction 0|0 2 . La lumière venue de CL 
apporté ù la fois a 0| les deux indications qu’il peut 
aisément comparer. Peu lui importe de savoir où se 
trouve 0 2 actuellement, c’cst-a-dire a l’heure où il 
reçoit les deux indications. Il l’a vu passer à l’ori¬ 
gine des temps; puis, lorsque la montre de 0 2 
indique l’heure £,'il est aux montres II« l’heure 

t 


et comme la vitesse est r, 0 2 est devant la divi¬ 
sion 

f t — -. 


v 


(\ - 


Mais 0 2 fait de même; la division à laquelle se 
trouve Oi sur la règle liée à O* est 


U = vt. 


Quand les opérateurs, qui auront eu soin de noter 
leurs observations, viendront à se les commuuiquer, 
ils constateront la dillerence des mesures faites; ils 
pourraient en déduire leur vitesse par rapport h 
l’espace où la lumière se propage. Pour qu’il ne 
puisse en être ainsi, il faut que les observateurs 
s’attribuent mutuellement aux mômes heures les 
mômes distances. 

Comme le seul élément nouveau qui intervienne 
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ici est la longueur des divisions, il faut que, par le 
lait même de la translation, celle longueur ait varié 
et varié de telle sorte que, lorsque 0 2 voit la montre 
de O, marquer l’heure la division correspondante 
sur la règle mobile soit, non pas vt y mais 


Vf 


/. - >.* 


l 

Puisque la lecture laite doit être plus grande, 
c’est que les divisions de la règle mobile sont plus 
petites dans le rapport \/1 —- X 2 à i ♦ On dit qu’il y a 
contraction longitudinale. Les dimensions paral¬ 
lèles à l'entrainement sont réduites proportion¬ 
nellement au facteur de Lovent z* Il est clair 
que O* verra la règle de O, contractée et il est facile 
de s’en rendre compte même en supposant encore O i 
immobile et O* en mouvement. Ce résultat néces¬ 
saire semble paradoxal parce que, dans le raisonne¬ 
ment, ou est induit en erreur par l’application de 
règles anciennes, ancrées dans notre esprit. Conce¬ 
vons que, devant un observateur immobile, passe un 
objet cylindrique dont la vitesse est parallèle aux 
génératrices et dont la longueur au repos est connue. 

k 

Ce corps étant en mouvement, sa longueur est 
réduite et l’observateur immobile constatera celte 
contraction en repérant les positions des extrémités, 
à un même instant , sur une règle fixe. 

Supposons maintenant le cylindre en repos et 
l’observateur en mouvement; on est tenté de rai- 
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• 4 


sonner ainsi : le cylindre a repris sa longueur primi¬ 
tive et, comme la règle servant aux mesures s'est 
contractée, le cylindre paraîtra plus long qu’au 
repos. Bien au contraire, il paraîtra plus court et 
aura la même longueur que lors des mouvements 
inverses. La faute du raisonnement précédent vient 
d’une interprétation erronée des mots « au même 
instant ». Ils signifient « aux mêmes heures lo¬ 
cales ». En reprenant ainsi le calcul, on trouve bien 
que le cylindre paraîtra contracté. 

On a demandé si cette contraction est bien 
u réelle ». La question ne peut même pas être 
posée. Il est bien clair que la réduction de longueur 
11 est ni plus ni moins réelle que la longueur elle- 
même. Les deux évaluations, bien que différentes, 
sont réelles toutes les deux. Une mesure de distance 
est subjective. Au contraire , le dénombrement 
d'objets distincts serait le même pour les deux 
observateurs. 

Nous verrons plus loin (§ 21 ) que, dans certains 
cas, la contraction ne se produit pas. 


IG. Invariance des dimensions normales à la 
vitesse. — Deux observateurs 0 2 , ( fig. a) 

décrivent deux trajectoires rectilignes normales il la 
droite qui les joint, avec une vitesse XV rapportée h 
un observateur Oj lié 11 OX que nous prendrons 
parallèle au mouvement. 0 2 a réglé sa montre en 
passant en et a donné l’heure à O!,; l’heure prise 
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en passant en 0 | est prise pour origine du temps. Il 
est convenu que O a lance dans tout l’espace, à l’ori¬ 
gine du temps, un signal lumineux bref. Si X est 


Fig. 2. 



nul et si /, est la distance O a O a mesurée par O!, 
l’heure d’arrivée à O a est évidemment 

h 

V’ 

Soit X^ o. Quelle est la position de 0 * 0 ^ quand 
le signal parvient à O a ? Soit 0 , 0 3 = X\ l’abscisse 
commune mesurée par 0| ; la lumière qui parvient 
a O3 est celle due à un rayon 0, 0 2 de longueur 
mesurée par 0,, et telle que 

/•} = #} 4 - 1\ (x\ = XV/|), 

/•, = V/|. 

Entre ces trois équations, éliminons X\ et r, ; il 
vient 

X«V*/? 4-/? = \*t\, 

ii 
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L'heure marquée aux montres O a et O a est 


On a donc 


ti /1 — 



* 


Elle est lu même que si les observateurs étaient en 
repos par rapport à O t ; l { est la distance O a O a 
mesurée par 0| ; soit la distance mesurée par les 
observateurs O a ou O a , par exemple au moyen d’une 
règle entraînée avec eux; ils doivent vérifier la 
relation 



On en tire l\ — / a ; toute dimension normale à 
Ventraînement est donc invariante . 

Il est aisé de voir que O a aperçoit O a là oîi il est 
actuellement, c’est-à-dire suivant la droite qui les 
joint. S’il regarde O a à travers un tube à paroi 
opaque ouvert aux deux bouts, ce tube en se dépla¬ 
çant doit rester normal à l’entraînement de manière 

j 

que le signal lumineux bref qui est entré par 
l’extrémité À trouve toujours le chemin libre 
devant lui jusqu’à ce qu’il arrive en O^. 11 y a aber¬ 
ration. 

Dans les cas particuliers précédents, nous avons 
obtenu les conditions nécessaires pour que les prin¬ 
cipes soient satisfaits. En examinant le cas général 
où les observateurs ont des positions quelconques 


ciurnttK i. 


4o 

par l’apport il l’entraînement, on vérifie que ces con¬ 
ditions sont suffisantes. 

Enfin, au lieu de règles divisées de longueur suf¬ 
fisante) on peut se servir d’une hase cl d’angles pour 
mesurer les distances. On arriverait aux mêmes 
conclusions. 


17 . Considérons deux systèmes d’axes trirectan- 
gulaircs S|,S a ( fîg . 3 ) liés a O, et O a , parallèles, 



orientés dans le môme sens et placés de telle sorte 
que les axes des x coïncident. Le système S a est 
aniiYié, par rapport h S*, d’une translation de 
vitesse XV parallèle il OX ; réciproquement, S| est 
animé, par rapport à S a , d’une vitesse — XV. 

Considérons un point P fixe ou mobile. Pour lès 
observateurs liés à S|, il aura au temps t\ les coor¬ 
données x t , y i} Z\ ; et pour les observateurs liés 
h S a , il aura au temps t a les coordonnées x 2) y 2y 
Etablissons les relations entre ces deux systèmes de 
quatre variables en nous appuyant sur les résultats 
obtenus. 

Si l’origine des temps pour les deux systèmes est 
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prise il l’instant où les deux origines O,, O a coïn¬ 
cident, en entendant par lù que les deux montres 
Ü|, 0 3 marquent l’heure zéro quand elles sont au 
même point, la différence des abscisses de P et 
de O a pour O) est — XV*; # a étant la lecture 
faite par O a , on a, h cause de la contraction longitu¬ 
dinale, 

a?, — X V fi =3 y/1 — X*. 

• - » / 

On a, d’autre part, 

Xl — yty 


Quant h l’heure locale dans le système S a , on a, 
par application de ( 3 ), 

. /-ît > #i 4 -XV/, 

— /( y I — A* — A ■ - i « 

v 

■*W 

Résolvons ces équations tour à tour par rapport 
h » X \» 5 |, t\ et # a , ^2, f a : 


X\ 


(0 


Xi 


x% *4* X V/j 

/t=ôt 

x\ — X 
yj\ — X* 




> ^t=yi *t = 3i> ** = 


y^I 

/i — X* 
X 

ti- y*i 


Ces relations constituent la transformation de 
Lorentz. 

Voici la deuxième démonstration (*) : L’expres- 


( l ) Laub, loc. cit ., p. 38. — Nous modifions légèrement la 
démonstration. de Al. Laue pour éviter une rédite au para¬ 
graphe 20. 


riMmiu: i. 


h 

sioa mathématique de la loi de propagation de la 
lumière dans le vide consiste dans la relation 



JL 

V* dt * 


o 


$ 


portant sur les vecteurs caractéristiques. Cherchons 
les relations linéaires entre Vj, t\ cl x 2 y J'ai 
t 2l pour lesquelles cette relation se transforme 
en elle-même. La substitution linéaire la plus géné¬ 
rale, telle que pour /, = o, X\ — o, >' f = o, z x = o, 
on ait t 2 = o, x 2 = o, >* 5 = o, z 2 ~ o, est de la forme 

*!=*(#,—X\7 : ), y t =z$y u 5 lS =p 5lt ti=yti—àx u 

a, [3, v, o étant des fonctions de X à déterminer : 

Soit une fonction <p C)) après trans¬ 

formation, on a la fonction 

<p[a(.r,—XV/j), $y u $z x > y/| — o^j!• 

En dilièrentiant on a 




I 



dy 

~dy\ 

d l i p 
dx\ 

I d*<f 
V* dt\ 

d*<f 

Tÿî 





I 



X 

-+-2«Yÿ 


i d*o 

dx i dti ^ V* dt\ 
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Par addition des quatre dernières relations on 
obtient ; pour que la condition sc 

transforme en il faut que les coef- 

licients de 

* 

d* 9 d* <p d i 9 I ^«p 

r/r} * d?>'| * ds\ * Y* 


soient égaux entre eux et que le coefficient de 


d :rj 

soit nul. Gela donne 



Mais, pour X = o, les coordonnées et le temps 
doivent être égaux et de même signe; il faut prendre 
le signe -f-, On trouve ainsi les relations (i). 

Les formules (6) deviennent alors : 




dy _ i / dy X efy\ _ dy 

dx[ ~ yf\ - X* \ 3 jrï V dtj 9 dy x ~ dy 2 

- 1 A y rf ?V i& = ii 

i/, — X» \ dx s </** 

* .*■ 

cf*y __ i rrf* ? X X* cP<? l 

*“ i — X* a V dx 2 dt 2 V* </*} J * 

i d*o _ i Ÿ i ^*ÿ"| 

V* * 57 } “ ~~ î — X 1 |/‘ ÎTrf " T ^ V* J 


rf* Cp _ fiPçp 

~3Fi’ 
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On aura les formules réciproques en permutant les 
indices et en changeant le signe de 
Jusqu’ici l’axe des x a joué un rdlc privilégié. 
Pour passer au cas d’une vitesse relative aux projec¬ 
tions u } p, u», nous poserons 

\V = AV, W*=«*- 


et nous écrirons 

t,= -j===(lt— \7ï(«a-| + »'/,+ 

ux t + vy%-b wz\ = — ■ 1 . (iixt •+■ vy\ -t- wz\ — A*V*/|). 

y/i — A* 

vz t — wyi = vz i— 

ir-Tj— u Zi = \vx\ — nzi. 


La première équation donne t 2 . Multiplions la 
seconde - par w y la troisième par c, la quatrième 
par — u . Additionnons, nous obtenons 

» 



où #*, est le vecteur aux composantes x iy Z\. Si 
l’on désigne par r 2 le vecteur aux composantes x 2) 
y 2 y z 2y relation précédente et les deux autres 
analogues se condensent en l’équation vectorielle 



¥ 

Comme les transformations de Galilée de la 
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Mécanique classique, les transformations de Lorcntz 
forment un groupe : si l’on fait une première trans¬ 
formation, puis sur le résultat une seconde transfor¬ 
mation, le résultat ainsi obtenu aurait pu l’ôlre direc¬ 
tement sans passer par la première transformation. 
Taisons une application de la transformation (I). 


18. Explosion ponctuelle. Entrainement partiel. 

- Supposons que dans le système S 2 se produise une 
explosion ponctuelle, par exemple, a l’origine. De ce 
point parlent; dans toutes les directions, des mobiles 
animés d’une même vitesse constante pV. Dans S 2 
le lieu de ces mobiles au temps est la sphère 

+ V*f|. 


Quel sera le lieu pour le système S t ? Il suffit 
d’appliquer les relations (1), ce qui donne l’ellip¬ 
soïde de révolution aplati ( Jig . 4 ) 

(#,—xv/,)*-*- (i—x*)oi+*])= 


Abscisse du centre XV/j 



Demi-axe de révolution 



Demi-diamètre équatorial 



On voit que la vitesse du centre est plus petite 
que la vitesse d’entrainement XV, puisque X et p sont 
plus petits que i. 11 y a entrainement partiel. 

Si l’on néglige X 2 , on retombe sur le coefficient 


* 


* 


♦ 
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d’entrainement de Fresncl. Cet important résultat 
est une simple conséquence de la découverte de 
Lorcntz. 



Cas limite u —i. — L’abscisse du centre reste 
constamment nulle, le centre est donc immobile; il 
n’y a pas d’entrainement; le lieu est pour les deux 
systèmes une sphère de rayon V/. 

19. Corollaire. — Dans l'hypothèse de l’émission, 
des mobiles partent du foyer avec.une vitesse V; 
cette hypothèse n’est donc pas incompatible, 
comme on pouvait le croire à première vue, avec le 
principe de constance de la vitesse de la lumière, 
puisque, malgré le déplacement de la source, le 
signal lumineux instantané a pour lieu, à chaque 
instant, une sphère de centre immobile et de rayon 
égal à Vt pour tous les observateurs. L’hypothèse 
de l’émission, celle des ondulations de l’éther et la 
théorie électromagnétique sont également admis¬ 
sibles ce point de vue. 
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20. Ici peuvent se placer quelques remarques qui 
vont nous conduire au second point de vue (Intro¬ 
duction, § 10). 

Le premier principe est relatif a la lumière, c’est- 
à-dire à un phénomène spécial, et qui n’est pas 
élémentaire ; le second est au contraire extrêmement 
général puisqu’il s’applique à tous les phénomènes. 

D’autre part, si l’on a soin de distinguer la Dyna¬ 
mique proprement dite (qui est une science, 
inexacte peut-être, mais en tout cas positive) de ce 
qu’on a appelé le mécanisme , c’est-à-dire la tenta¬ 
tive infructueuse d’expliquer, par exemple, les phé¬ 
nomènes électriques par ce qu’on savait de la méca¬ 
nique des corps neutres, alors on conçoit qu’une 
dynamique générale bien construite devrait s’appli¬ 
quer à toutes les forces possibles que l’observation 
et l’expérience peuvent lui olTrir comme sujets 
d’étude. 

Au lieu d’embrasser tous les phénomènes, nous 
nous restreindrons aux seuls mouvements et aux 
forces; on est alors naturellement conduit à rem¬ 
placer le premier principe du paragraphe 1 par un 
autre un peu différent, portant sur les grandeurs 
essentielles en Mécanique, c’est-à-dire les forces, 
sans entendre par là que la force soit un élément 
primordial et sans ouvrir aucune discussion sur sa 
nature. 

Champ de force. — L’expérience nous apprend 
que, dans certains cas, un corps invariable P, maintenu 
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immobile par l’observateur, csl soumis à des forces 
quand il est inis en présence de corps G fixes ou en 
mouvement* Le champ de force est la limite du 
rapport de la force exercée sur un corps P composé 
d’une substance déterminée et immobile, au volume 
de ce corps, quand ce volume tend vers zéro. (On 
peut, s’il y a lieu, parler de densité en surface cl 
remplacer alors le volume par la surface.) On ne 
préjuge pas ainsi que le corps P ne soit pas capable 
de réagir sur les corps C (■). Eu elVet, par suite de 
la petitesse de P, la réaction, si elle se produit, sera 
négligeable. De la sorte l’introduction de P ne 
modifie pas le champ, c’est-à-dire ne fait pas varier 
la force exercée sur un autre corps également petit, 
déjà placé dans le champ des corps C, pourvu tou¬ 
tefois que ce corps ne soit pas très près de P. 

Le champ des corps G sera dit statique ou ciné¬ 
tique suivant que les G seront au repos ou en 

mouvement. 

% 

Nous adopterons le principe suivant : 

a'. Soit un champ de force aux composantes X, 
Y, Z. Chacune de ses composantes doit satisfaire , 
en dehors des corps auxquels le champ est dû } à 
la condition r^] v =o, le nombre V étant uni¬ 
versel; ou plus brièvement : le dalembertien de 

' ^ 

4 

( 1 ) C’esl ainsi qu’une charge finie induit sur des conducteurs 
chargés de nouvelles charges qui viennent modifier le champ 
primitif dû à ces conducteurs. 


i m 


i 


I 
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(mit champ est nul dans le vide. C)la posé, le prin¬ 
cipe de relalivilé est contenu dans le principe a, du 
moins pour ce qui concerne les champs de force, 
sans quoi ce dernier principe n’aurait aucun sens; 
il y est même contenu sous une forme tout à fait 
generale puisqu’il n’est apporté aucune restriction 
aux mouvements des C. Dire que les C sont en mou¬ 
vement, c’est dire qu’ils sont en mouvement par 
« 

rapport a un système d’axes ( un observateur, par. 
exemple)» Dès lors, ils sont en mouvement par 
rapport à tous les systèmes d’axes qui sont en mouve¬ 
ment par rapport au premier (certains mouvements 
pouvant être nuis comme cas très particulier). 

La relation \ !v = o doit.être vérifiée pour tous 
systèmes d’axes en mouvement. 

Nous ne nous occuperons pas du cas général où 
l’on considère deux systèmes d’axes de référence 
ayant un mouvement relatif quelconque, nuis seu¬ 
lement du cas où ce mouvement relatif est uniforme. 

Or si l’on applique, dans ce cas, la transformation 
classique de Galilée, la relation ne se vérifie pas. 
On est donc conduit a chercher une autre trans¬ 
formation. 

En partant du principe a y on obtient la trans¬ 
formation de Lorentz par une méthode semblable ù 
celle du paragraphe 17. 


)<) 
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21. Ucmarqlions lout (l’abord que, puisque d’après 
Lorentz aucun corps ne peul atteindre une vitesse 
supérieure à V qui est finie, la règle classique do 
composition des vitesses de même direction et la 
règle du parallélogramme des vitesses ne peuvent 
être conservées. 


Vitesses* — Dans les relations (I), y ,, /, 

et, de même, #3,^2, 5 2 , < 2 sont variables indépen¬ 
dantes. Considérons maintenant le mouvement d’un 
point; ses coordonnées sont fonctions du temps. 
Posons 






Ces lettres seront affectées des indices 1 et 2 suivant 
le système auquel on les rapporte. Par différentiation 
des relations (l), on obtient 



1 


1 
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On en tire les formules réciproques en permutant 
les indices et en remplaçant X par — X. 

Ces formules ont été données pour la première 
fois par Einstein ('). 

Équation de continuité. — Considérons dans S 2 
un tuyau de section constante w a recourbé en forme 
de contour fermé, immobile et rempli d’un fluide im¬ 
mobile de densité p 3 î soit ds 2 l’élément de longueur : 

== dx\ -H dy\ 4 - dz\, La quantité de fluide doit 
être la même pour les deux observateurs liés h S a 
et a S| 

P|W| C| (Oj (JSf. 

Pour plus de simplicité, représentons par X\ l’excès 
de l’abscisse d’un point du tuyau sur l’abscisse de 
l’origine de S 2 mobile dans Sj ; à cause de la contrac¬ 
tion longitudinale, nous aurons 

Pl = P 3*1 = it | /1 — >.» J 
Y i — X* 

la condition précédente s’écrit 

jbl - toi 4 - dy\ -h dz\ = pjw* )/dx\ -h dy\ -h dz \, 

/i — X* 

% 

ce qui nous donne la section droite 

/-w </dx\ + dy\ + dz\ 

toi — coj Y i — À* 

\fdôc\(\ — X*)4-</y5 + dz\ 


( l ) A. Kinstein, Ann. der Phy$, t t, XVII, 1905, p. 891. 
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Supposons maintenant qu’au lieu d’étre immobile 
dans le tuyau, le fluide y circule avec une vitesse 
constante W 2 (W J — u\ 4-' v\ -f- m*); on a d’abord 

dx î = ds t —^ • • • ; 

par suite, 

r. —v» W, 

CO | = tOj y ( — À" —~ r . - . rrm ♦ 

y/«f(t— X s ) -h t’| -4- ii*} 

« 

Remarquons que le fluide conserve dans S 2 la même 
densité moyenne ou plutôt la même concen¬ 
tration p 2 ; en effet il doit toujours remplir le tuyau. 
S’il est formé de particules discontinues, il est pos¬ 
sible que chacune se contracte dans le sens de son 
mouvement, mais leur concentration ne peut 
changer. Pour S 2 le courant a pour inten¬ 
sité 0 i 0 ) 2 W 2 . 

Au regard du système Si, l’intensité du courant 
doit aussi être la môme tout le long du circuit. Il 
est facile de voir quelle valeur elle doit prendre. En 
effet pour Si les phénomènes internes du système S 2 
doivent être ralentis proportionnellcmentau facteur 
de Lorentz; l’intensité aura donc pour valeur 

pj to 2 NV 2 y/1 — X*. 

Nous allons l’exprimerait moyen des quantités d’in¬ 
dice i. Sa valeur en chaque point est 


p i io j y/( H| )* -H r | H- ir 1 1 
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où u\ est la vitesse relative 


w,— XV = 


wj -f - X V 


I H- X 


M* 


XV = 


— Mio — >>*) 


I *4" X 


«s 


On a, en tenant CQinpte des relations précédentes et 
des relations (II), 


I *4“ X 


«î 


Pi = Pi 


X’ 


Pour la densité de courant, on a 

v/Ï^T* p* «* = pi «ï, 


Pt v 2 
Pt tVf 


pi^n 

pi»v. 


Supposons qu’il y ait conservation dans S 2 ; on a 
alors l’équation de continuité 

0 “ %r, + é; ( ï ,Ui)+ ^; (p * p,)+ 

Cette propriété doit être vérifiée dans S|. 11 faut 
donc que l’équation de continuité se transforme en 
elle-même. Or, d’après les valeurs trouvées, on a 


I * 4 - X 


Ml 


Pl~Pt-7=T=> 

v/i.— X* 


. .. Pt M| 4* XV 

ptttiaa ./Ttf-fT * 


pi ri «pi Vf, 


pi«'i ptir*. 
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Ou aura d’abord 

dpi = i [ dpt dit ^ dç>± dxt 1 

dit y/| — X* L^, ^ tf#a df* J 

^_X_ f rfpaHa <fta ^ dpa Ut d.Vj *| 

v/t—"X* L dl * dt i dx * dt '\' 


Les dérivées partielles ^rry^rr doivent être tirées 

1 at\ Clt\ 

des équations (i). On trouve ainsi 
dpi _ 


dt 


i 


-H 


. f rfp. 

1 

dpi 

XV ] 

- i> L ' /f > 

/t-),* 

dît 

A-x*J 

* ï 

dp, U, 

t 

df>tUi 

Vy/i-X* L 

. A 

— X* 

dx a 


f£t XV - 

* y/1 — X*\ 


t? , . i * r/pi«i d P trî 

Ln opérant de même pour ^ • 

additionnant, on obtient 

, d P l d i V d / V ^ / \ 

df K + dF^' 11 '^ 

On verrait de même que les six expressions 


et 


vt dp ^ < 1 ? u 
V <te ■** ~dt > ••• 


et 


dp w dp v 
dy ds 


i * * 


sont invariantes. 

On établit,en partant de (7) et (11), les relations 


1 


t 
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suivantes qui nous seront utiles : 


(III) 


(III’) 


1 — 

W! 

(- 

\ 

wi\ !-; 

V* _ 1 

Vi /(. + x 


«1 

a 

H,+ ).V 

l/ 

■ w » 
V* 


._/ 



ei 

J ^ « 


)/ 

, w » 
V* 

! 

/-V 


<ï>, 


w t 

t/-v 1 



?)' 


Wf 

V* 


Gcs deux dernières sont invariantes. 


(IV) 




V 

22. Accélérations. 


Posons 


( 7 ') 


u = 


du 


, dv 

v ~ Tt ' 


H* — 


dw 

m 


Une deuxième dillerentiation nous donne 


U\ sa 


(V) 


(•+>■$) 


(I-X*) 






u> 


— 0 “* ^ 4 ) 


L(' + 1 y)‘ 

(l’.j 


I H- ) 




X 

V 

x^ 

V 


l>,«i 


i -h X 


ili 

V 


uv** 


I + )» 


«j 

V 
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Formules réciproques par permutation des indices 
et changement du signe de )>. 
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iSous n’insisterons pas sur la construction géomé¬ 
trique des formules (II). Remarquons que u y v, w 
ne sont plus à proprement parler les composantes 
de la vitesse. Mais si l’on emploie ce terme, il faut 
entendre* par la ses projections . 

Dans le cas ou le mouvement relatif a une 
vitesse W de direction quelconque par rapport aux 
axes, on a les relations plus générales 


g=0 -A.fi(, 


f WW, ) 
V* 


w,4, 


(WW,) VI 

V* J 


x NV, y/l — A* — 

et pour les accélérations J 

dUt 



l — ( i — j i — A* ) 


(WW,) 

W* 


(WJ,) 


dit 


Jf =S 


I —A* 



(WW,) 3 
V' 


J I I I 


yi/TZTÂï 

(WW,) 


V* 


4 - 


<WJ,) te ■'■ w]| 


On a encore 


(WW,) 


p,Wj= p, 


Pi“ Pi 


W 


L . 



C) est le vecteur aux composantes ~ O, v, w) 
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CHAPITRE III. 

STATIQUE. 


23 * Nous étudierons d’abord le cas de l’équi¬ 
libre, par suite la Statique. 

Nous avons ù envisager des réactions au contact 
cl des forces è distance; aucun malentendu 11c doit 
résulter de l’emploi de ces termes; ce sont simple¬ 
ment des expressions commodes et qui 11e préjugent 

rien sur la manière dont s’exercent les forces ou les 

♦ 

réactions. 

Enfin il s’agit dans ce cas, pour l’instant, de 
forces d’origine quelconque. 

Principe fondamental de la Statique. — Nous 

prendrons pour principe fondamental le principe 
des travaux virtuels , restreint aux états infiniment 
voisins du repos. 

Considérons dans le système S* une surface immo¬ 
bile sur laquelle un point M est assujetti a 
demeurer et où il pourrait se déplacer sans frotte¬ 
ment. Supposons que, soumis i\ une force de compo¬ 
santes X 2 , Y a , Z 2 , il soit en équilibre. Alors la force 
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est normale a la surface 2 a au point considéré. Nous 
sommes donc renseignés sur la direction et non sur 
la grandeur de la force. 


Fig. 5 . Fig. 6. 



Au regard du système Si, la figure 5 se transforme 
en la figure 6, par suite de la contraction longitu¬ 
dinale ( l ). La normale n’a plus la même direction 
que pour S a . Si Pon désigne par X h Z ( les 
composantes de la force appliquée, évaluée dans S t , 
on devra avoir les deux relations 



entré les trois données X a , Y a , Z a et X t , Y*, Z,. 
Elles ne suffisent donc pas pour calculer ces trois 

dernières en fonction des trois autres. 

« 


Deuxième démonstration* Dans S a un axe A 
{fig* 7) est parallèle iiOZet maintenu fixe. Autour 
de A peut tourner un corps MN ; d’autres corps 


( l ) K.-M. LfbiKUAY, Congrès de Radiologie et d*Électricité 
tenu à Bruxelles en ijjîo, t. I» p. 2/,6. Ce Mémoire confient le 
principe de la méthode. — Radium , août 1910, p. a 3 a. — 
6*. R . Acad. Sc., 29 mai lyti. 
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immobiles dans S a exercent sur MN des forces se 

* 

réduisant à deux; l'une Y a parallèle à OY et appli¬ 
quée en M à distance a a de l'axe A; l'autre X 2 
parallèle a OX et appliquée en N h distance On 
suppose que le corps, d'abord immobile, ne tourne 
pas. On doit donc avoir 

b% Xj — ct% Yj = o. 


Au regard de S| le système se déplace. 



Remarquons alors que, dans une rotation virtuelle, 
le corps se déformerait en tournant, car tout point 
décrirait autour de l'axe de rotation non un cercle, 
mais une ellipse dont le petit axe resterait constam¬ 
ment parallèle a OX. C'est ainsi {fîg* 8) qu'une 
roue, circulaire pour S a , elliptique pour S t , tourne 
(pour les deux) sur elle-même (*). Pour Si, un 
point P de la roue vient en P' quand la roue tourne 
d’une quantité finie. Si voit chaque rayon se rac¬ 
courcir quand ce rayon passe de la position P à la 
position perpendiculaire. On n'a donc pas, dans le 


( l ) A l’cnlralnemciU près pour S t . 
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système S « 9 le droit d’appliquer le théorème des 
moments, puisque ce dernier n’est valable que pour 
les corps indéformables. Appliquons le principe 
des travaux virtuels. Le travail virtuel doit être nul. 
Soit dans S 2 , m 2 , v 2 les projections de la vitesse 
virtuelle, supposées infiniment petites , il faut 

\j u% —- Yj =‘ o. 


Dans S t il faut avoir 


Xi»î 


Y|i»î = 


n \, v\ désignant les vitesses relatives; ecs dernières 
seront obtenues à partir des formules (11) en retran¬ 
chant la vitesse d’entraînement qui n’a que la 
composante XV suivant OV; on a donc 

= «j — XV = Mj(l — X 4 ), i» j = P, = fil — X*. 


Par suite, 


on a donc 


— X 4 )\, u j 4* Y| v j y/1 — X 4 = o ; 


^-:^ = v/T^ôT. 

A j A j 


C’est une des relations (VI). La seconde s’obtien¬ 
drait de même. 

Supposons au contraire qu’on applique dans S| le 
théorème des moments, on aurait 


or 


&iXf — a t Y* o, è|X| — a, Y, s= o, 

y/1 — )» 4 fif = ci|, bi~b\\ 
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on aurait donc 

X j — ci 2 y/1 ~ X 4 = o 

et Ton en tirerait 



e’esl-h-dire une relation entièrement opposée a (VI). 


24 . Application. — Dans S 2 , un corps ponctuel M 
est relié par un fil ou une tige a un point P. La 
liaison est la môme que si M était assujetti il 
demeurer sur la paroi d’une coupe sphérique de 
centre P. Dans le voisinage, un corps G ponctuel, 
extérieur par exemple à la sphère et immobile, 
attire, je suppose, le corps M; il y a équilibre quand 
les trois points M, P, G sont en ligne droite (en 
négligeant les autres forces). 

Or, au regard de S,, les trois points sont en ligne 
droite; mais la force n’est plus dirigée suivant le 
rayon, c’est-ii-dire suivant la direction de la tige) 
elle est normale il l’ellipsoïde, transformé de la 
sphère : si la liaison est réalisée par un fil, la force 
est dirigée normalement à la transformée de la sec¬ 
tion droite du fil, tandis que pour S a la force est à 
la fois normale h la section droite et parallèle h la 
direction du fil (■ ). 


(‘) M. I .aue se place ti un point de vue different; il applique 
le théorème des moments; le couple tend h orienter le système 
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Nous examinerons (§ 36 et 37 ) certains cas 
d'équilibre élastique et nous verrons que la substi¬ 
tution du principe des travaux virtuels au théorème 
des moments permet de faire disparaître des contra¬ 
dictions. 


tournant. Pour rétablir l'accord avec l'expérience conforme au 
principe de relativité, il a été conduit à imaginer des force- 
supplémentaires s'exerçant sur les corps soumis îi des tension- 
élastique* et dont l'ellet annulerait le couple précédent. 

Lauk, loc. eit., p. 99. — Ann. lier Phys., t. XXXVIII, 1912. 
p. 370. 
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CHAPITRE IV. 

DYNAMIQUE. 


2 o. Principe fondamental. — Un corps ponctuel 
en repos par rapport à Vobservateur est soumis 
à une force . S*il est libre , il prend au début du 
mouvement une accélération proportionnelle à la 
force . 

Le coefficient clc proportionnalité est la masse 

inertie au repos du corps. 

Notre but est d’établir la relation entre la force et 
l’accélération, lorsque le corps est en mouvement; 
mais il faut faire une remarque en ce qui concerne 
la mesure expérimentale de la force. 

20 . Considérons un champ de force invariable dé 
a la présence de corps immobiles; c’est le champ 
statique (§20) de ces corps. Introduisons dans ce 
champ un nouveau corps et supposons que, par suite 
de sa présence dans le champ, il soit soumis il une 
force résultante. Nous pouvons mesurer ccttc force 
eu maintenant ce corps immobile dans le clmmp et 
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Ci 

en un point donné au moyen d'un appareil conve¬ 
nable : balance, ressort, etc.; la réaction au 
contact changée de signe est, par définition, la 
mesure de la force exercée sur le corps. On admet 
que lorsque le corps libre et en mouvement passe au 

point considéré, il est soumis il la même force. Or, 

* 

il faut observer que cela ne constitue pas une 
convention, mais repose sur une hypothèse impli¬ 
cite; cette hypothèse pourrait être en conflit avec 
l'expérience* Au moins dans un castrés particulier, 

w ♦ • 

on pourrait définir la force expérimentalement d'une 
autre manière. 

Supposons qu'a un instant de sa course, le corps 
ait une vitesse normale au champ ou, pour plus de 
simplicité, supposons le champ uniforme et le corps 
en mouvement sur un plateau normal au champ et 
ne pouvant se déplacer que parallèlement au champ; 
dans nos idées, le corps transmet au plateau la force 
^ laquelle il est soumis. Il n'est pas prouvé qu'il 
en soit ainsi . L'expérience ne donnerait pas une 
différence appréciable parce que nous ne pouvons 
donner au corps une vitesse suffisante. Dans tout 
autre cas, il est impossible à l'observateur de faire 
une mesure statique comme la précédente. On peut 
alors par convention définir la force comme il a été 
dit, k condition que l’expérience donne, dans le cas 
où elle est possible, le même résultat, soitque le corps 
soit au repos, soit qu'il soit en mouvement; nous 
admettrons, dans ce Cours, cette convention qn'oti 
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fait implicitement dans la théorie de la relativité 

aussi bien que dans la Dynamique classique. 

* 

• * 

27 . Puisque les accélérations et les forces sont 
atteintes par la transformation de Lorentz, il faut 
prévoir un changement de la masse avec la vitesse 
eu appelant masse le rapport de la force h l'accélé¬ 
ration dans lin état de vitesse quelconque. Consi¬ 
dérons un corps iniinobilc dans. Sa J une force 
X 2 Y 2 Z 2 lui est appliquée; s'il est libre, il prendra 
une accélération et nous aurons 


( 8 ) 


Mj V 


7.i = 


m 2 étant la masse au repos dans S 2 . Dans S| nous 
aurons 

(y) X|‘=»t|tt r n Y t == //i i p i, Zi‘= //i t 

■ 4 

Le corps étant au début en repos dans S 2 , on a . 

Ut = Vf — = o. 

% 

i 

Les valeurs (V) des accélérations se simplifient et, 
tenant compte de ( 5 ), on a 



ce qui n'est vrai que pour X = o. De plus, les masses 
>ut été éliminées. Comme X est différent de zéro, il 
a, dans notre raisonnement, une hypothèse impli¬ 
cite qui est fausse. L’erreur ne peut porter sur les 
orces et les accélérations. Elle ne peut porter sur 
aiisque le corps est immobile au début dans S 2 J 

L. 5 
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elle né peut donc porter que sur m t . La première 
équation est relative à Taxe parallèle à l'entraine¬ 
ment; les deux autres a des directions normales; 
l’hypothèse fausse a été faite quand on a écrit ni\ 
dans les trois équations, Nous écrirons m L dans la 
première et m T dans les deux autres et nous appel¬ 
lerons masse longitudinale et masse transversale 
ces deux coefficients; cela nous donne 

(10) X| a mlm'u Yi = mtpL Z, = 

Mois î nous éliminons, comme plus haut, les forces 
et les accuiiT.ifions an moyen de (V ». (VI) et (10), 
les masses ne s’éliminent plus et nous obtenons 



Cette seule équation ne nous donne que le rapport 
des deux masses lors du mouvement. Une d’elles au 

h 

moins a changé et est différente de la masse au 
repos. 


28 . Il ressort de lii la conséquence suivante ; 
l’expérience avait montré, que, pour les faible? 
vitesses telles que celles que nous pouvons observer. 


le rapport de la force h l’accélération ne variait pas. 
La matière étant considérée comme indestructible. 


la masse pouvait être prise comme mesure de h 
quantité de matière. Puisque la masse varie et varie 
de façon différente d’après (i i) suivant la direction 
relative de l’accélération et do la vitesse, ht masse 
ne peut servir de mesure à la matière . 
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29. Nouvelles équations du mouvement du point 

libre. — Ce que nous venons de voir dans le cas 
restreint du mouvement uniforme, nous avons le 
droit de l’appliquer, par approximation , au cas 
d’un mouvement faiblement accéléré, d’un mouve¬ 
ment quasi stationnaire. Si donc W est, à un instant, 
la vitesse du mobile, nous admettrons que, entre ses 
deux masses principales d’inertie, on a la relation 




tnt 

mj 


1 — 


W* 

Va 


Pour avoir les équations du mouvement suivant 
trois axes rectangulaires, nous projetterons sur ces 
axes les forces d’inertie. Si p désigne le rayon de 
courbure, les forces d’inertie sont 

d\\ , \V* 

mi HT et ,rtT V 

puisque la première est parallèle à la vitesse, et la 
seconde, normale. Soient rt, b , c les cosinus direc¬ 
teurs de la tangente; L, M, N ceux de la normale 
principale. La géométrie fournit les relations 



u 

h 

W u' — uW 

a = 

w* 

? 

“ w* * 

b = 

r 

M 

W v' - t> W' 

\V* 

P 

~ \v» ’ 


w 

N 

W »■’ - IV W' 

c ~ 

W' 

P 

W 3 




t 






A ^ ■: 


Tn' ■ 

i» 


$ 

r~ 


x • 
î'- 


< < 
& 


6 B 
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La première équation du mouvement est 


v d\\ f W* 

\ — a ntt, —r— 4- K wt — 

«f O 


' » 


fi . 

En y remplaçant a et - par leurs valeurs, tenant 

compte de (i P), puis opérant do môme sur les équa¬ 
tions relatives aux autres axes, nous obtenons les 
trois équations 

[ \V\V' *1 

u\ v , (u t o, »')J , , 


qui contienent encore un coefficient inconnu m r * 

30. Quantité de mouvement : Masse mauper- 

tuisienne. — Nous allons appliquer aux équa¬ 
tions (12) les traitements analogues à ceux de la 
Dynamique classique ; d’après celle-ci, la force 
d’inertie est la dérivée, par rapport au temps, de la 
quantité de mouvement aux trois composantes 

0 . r , r ,- = «*, 

i 

oit tu est la masse classique, la masse au repos. 
D’après Poincaré (■), nous étendrons ces définitions 
en introduisant, au lieu de m, un nouveau coefficient 
caractéristique du corps m Ah sa masse maupertui- 
sienne, qui variera nécessairement avec la vitesse, et 
nous chercherons si Ton ne peut le déterminer de 


(’) Cit\voîi9o^, Traité de Physique (Noie üo K. et F. Cesse¬ 
rai), t. î, f». j3G. 


i 


t 


DYNAMIQUE. 


69 


manière h identifier les relations (12) avec les sui¬ 
vantes : 


03 ) 


X, Y, Z = t>, w) 


De (i 3 ) nous lirons par exemple pour la pre¬ 


mière 


d(j x , dm m .... 

• _ r = wlM „- h „_W'. 


Pour qu’il y ait identité, il faut avoir 


04 ) 


mit ^ m ji, 


mit 


AV 


<fut 


M 


V«— NV» 


d\V 


Ces deux équations déterminent entièrement 
et ni r si l’on s’impose la condition que, pour \V 1res 
petit, elles se confondent avec la masseau repos ni. 
On obtient ainsi : 


(VH) 


mi si = nu ~ 


m 


. / W* 

\/ 1 VI 


L’égalité de la masse maupertuisienne et de la 
masse transversale n’est pas une conséquence du 
principe de relativité. On le verrait en recommen¬ 
çant les calculs sans chercher a satisfaire a ce prin¬ 
cipe. Mais cette généralisation est inutile ici. 

► 

Ces deux masses sont donc égales à la niasse 
au repos divisée par le facteur de Lorenlz 



1 - 


W* 

V» 
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Masse longitudinale* — De (i i') et (VII) on tire 

(Vlïl) m L =- 

I — 

La masse longitudinale est égale à la masse 
au repos, divisée par le cube du facteur de 
Loventz . 



m 


W«\ 

vv 


31. Équations de la dynamique du point libre. — 

Remplaçant m M par sa valeur dans les relations (i 3 ), 
nous avons les équations définitives : 



applicables aux mouvements quasi stationnaires^ 
Plusieurs auteurs les ont dénommées : équations 
de la dynamique de la relativité . Taudis que les 
équations de la Dynamique classique constituent une 
première approximation, valable pour les faibles 
vitesses, celles-ci constituent une seconde approxi¬ 
mation. 
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32. Travail. Énergie cinétique. — Développons 
la première des équations (IX) en remarquant que 



elle devient 
(IX') X = m 



Faisons de même pour les deux autres ; multiplions 
les deux membres par a , tq w respectivement et 
ajoutons. Tenant compte de ce que l’on a 

w* h - e* -+- iv* = W 1 ««'4- l'F 4* ww* = WW', 


on a la puissance développée par les forces appli 
quées : 


(16) £X« 


mWW’ 



m,,W\V'=i»t L 

2 



Le dernier membre est, par délinition, la dérivée 
de l’énergie cinétique ; celle-ci doit sc réduire pour 

les faibles vitesses a - mW 2 . Nous introduirons un 

2 

nouveau coefficient caractéristique du corps, sa 
masse cinétique m c ; l’énergie sera ~m t \Y ,J et nous 


T* 
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déterminerons m G comme il suit .llya 

i dm wur , d f \vn 

_ mL _ r = „ II , ww = _/ mc _j 


• o 

U 


On a donc 
(' 7 ) 



»ic W'-t- 


W* dmc 
2 rfW 


^ W'. 


1 d m G 

™l,= ;«C“4- - -jrrr 

2 «NV 


* , » 
J» » * 4 f 

Eu intégrant et choisissant convenablement la 
constante, ' ., 


(X) 


me = 


K 


amV* T i T 

" Iv^î " J ■ 


L’énergie cinétique du point est alors 



33. Théorème d’Hamilton. Masse hamiltonienne. 

. i 

— Dans la Dynamique classique, on part du théo¬ 
rème de d’Alcmbert 



On a 


«■ t * 
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Multiplions par dt et intégrons ; un. terme tel 
que i ox dt) intégré par parties, nous donne 


Sx mj 



d Sx 

«ir u ~—y—~ dt. 
dt 


On peut permuter/.et 8. Le premier terme intégré 
entre les limites donne zéro, puisque 8# est nul aux 
limites. On a dono 


* . 



mut Su) dt — o. 


Ap rès développement, additionnons les 
termes des parenthèses 


nii 2 uSu 



m r WÔ\V; 



é n 

seconds 


I 


t 


w 


nous avons ainsi la variation d’une fonction de la 
vitesse ; et nous n’avons qu’à intégrer la fonc¬ 
tion ni r W par rapport à W. Aux faibles vi¬ 
tesses m r W doit se réduire à mW, ce qui déter¬ 
mine la constante d’intégration et l’on a l’action 
hamiltonienne par unité de temps 


(XII) 

Le lac leur 
(XIII) 
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W 1 4 r 

par lequel il faut multiplier — pour obtenir (XII), 
est la masse hamiltonienne . 
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Équations de Lagrange. — Une méthode sem¬ 
blable montre que, clans les équations de Lagrange, 
il faut remplacer la demi-force vive par la fonc¬ 
tion (XII). 

* 

34. En résumé, nous avons obtenu, sans faire 
aucun appel aux lois expérimentales de l’Electrody- 
namique, et sans aucune hypothèse sur la manière 
dont la force élémentaire varie avec la distance, les 
équations de la dynamique de la relativité. Elles sont 
identiques à celles qui figurent dans l’Ouvrage de 
M. Laue. Or, nous sommes arrivés au paragraphe 23 
à un résultat dilférent du sien et pourtant, en nous 
appuyant sur notre résultat, nous parvenons aux 
mémos équations. Cela vient de ce que M. Laue ne 

suit pas la môme méthode, il fait appel aux lois de 

0 ^ 

l’Elcctrodynamiquc. Il est clair, d’autre part, que si 
l’on n’établit pas la relation (VI), basée sur le prin¬ 
cipe du paragraphe 23, on ne peut parvenir, sans 
appel h l’expérience, aux écpiations (IX). 

35, Transformation des forces intérieures. — 

Revenons aux deux systèmes d’axes S, et Sa déjà 
considérés. Dans Sa se trouve un champ statique et, 
sur un corps ponctuel, immobile dans Sa, s’exerce 
une forceX a, Ya, Z a . Ou point de vue du système S,, 
la force u pour projections X|, Y», Z, ; nous avons : 

Ui = l'j sa U»J = O, «|=5 XV, P|SO, iV\ sa O. 


t 


V. 





H- 


V 
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En tenant compte des relations (8), (io), (VII) 
et (VIII), nous obtenons les suivantes : 

(XIV) Xi = Xj, Y,= Y,/nT», Z t 

Ainsi, dans un système en mouvement uniforme , 
les forces intérieures parallèles à t entrainement 
sont les mêmes qu'au repos . Les forces normales 
sont réduites proportionnellement au facteur de 
Lorentz . Gela n’est démontré, en toute rigueur, que 
si le corps ponctuel est immobile dans Sj. 

On tire de ce qui précède le corollaire suivant : 
Les forces changent, les dimensions changent aussi, 
mais les pressions, du moins les pressions normales 
aux surfaces des corps ) ne changent pas . En effet, 
X s’exerce sur un élément superficiel normal & OX 
et dont les dimensions, étant transversales, sont 
invariantes; Y et Z, qui subissent une réduction, 
s’exercent sur des éléments superficiels parallèles * 
à OX et dont la surface subit la même réduction. 
Le rapport de la force à la surface, c’est-à-dire la 
pression ou la tension, ne varie pas. 

36. Élasticités longitudinale et transversale (*). — 

Nous allons maintenant rencontrer une difficulté qui 
se présente dans le cas des phénomènes élastiques, 
et établir qu’elle est due à l’emploi du théorème des 


(*) 12 .-M. Lémeray, Soc. de Phyi. x Procès-Verbaux,ai juin 191^. 
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moments, qu’elle disparaît par'application du prin¬ 
cipe des travaux virtuels. 

Mesurons le temps, par le nombre d’oscillations 
d une tige élastique (de masse négligeable) dont une 
extrémité est encastrée et dont l’autre porte un 
corps de masse m \ négligeons la pesanteur, écartons 
le corps dans la direction de la tige, puis abandon- 
nons-Ic aux réactions élastiques; il y aura des oscil¬ 
lations, la tige s’allonge et se raccourcit alternati¬ 
vement. Soient l sa longueur, s la section, E le mo¬ 
dule, x l’allongement; la réaction élastique est 


P = ESjj 


l’équation de mouvement est = — 
satisfaite par un mouvement de période 


ISS 

l 


x et est 


t = 2 *v/S 


Supposons maintenant le système entraîné avec la 
vitesse uniforme XV, normalement h la direction de 
la tige. La période doit maintenant avoir la valeur 




la longueur de la tige reste /; la masse est trans¬ 
it 

vcrsalc et égale ît m(i—-X 2 ) *; la section de- 


1 
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rient S \Ji — ), a . On a donc 


i 


X* 


« 

__»■ / /m 

“ 211 V /r^x* Et s 


où E t est le module d’élasticité transversal. La 
comparaison des deux relations obtenues donne 


(. 8 ) 


Et = B, 


* ' * 

le module ne change pas. C’est bien ce qu’il fallait 
vérifier puisque le module est une tension normale 

(§ 36). 

Supposons maintenant l’entraînement parallèle a 
la tige; une méthode analogue conduit au résultat 


09) 


El. = E ; 


jusqu’ici il y a bon accord. 

Considérons maintenant le cas où l’on mesure le 

* * », 

temps par le nombre d’oscillations normales ù la 
tige (diapason). Il y a flexion plane quand le sys¬ 
tème est en repos par rapport a l’observateur; on a 

pour le cas de l’équilibre par flexion 

» 

p fi 

/= - * 

J 3E1* 


/, llècliej P, force appliquée u l’extrémité libre et 
normalement; I, moment d’inertie de la section, Ce 
dernier est du premier degré relativement a la 

dimension de la section, normale au déplacement 

# • 

et du troisième relativement à la dimension parai- 
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lèle. L’équation du mouvement 



est satisfaite par un mouvement de période 



Examinons maintenant le cas où le système est 
entraîné avec une vitesse W normale ù la tige et 
parallèle a la direction des vibrations; on a pour 
période 

Tjes^lt 

avec les relations 

T,= T(i — X’)‘S „| 1S=S m (,_ 

/, = /, i 1= = i(i—x«)i 

En éliminant T|, l\ ) 1 4 , il reste 

Ki = E(i — X*) -1 , 

ce qui est en contradiction avec le résultat obtenu 
dans le cas de l’allongement. 

Dans le cas où le système est entraîné de telle 
sorte que la direction de la tigo et celles des vibra¬ 
tions occupent les deux antres directions princi¬ 
pales, on rencontre aussi des contradictions. 

Reprenons la théorie en appliquant le principe 
des travaux virtuels. Nous nous bornons ù la théorie 



i 
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élémentaire de la flexion plane, suffisante pour 
notre but. 

37. Considérons un système élastique constitué 
par deux semelles rectangulaires de faible épaisseur 
placées en regard l’une de l’autre et maintenues h 
une distance h] la longueur l est dirigée suivant OX; 
la largeur a des semelles est parallèle à OZ et l’épais¬ 
seur b est parallèle à OY. Soit p le rayon de cour¬ 
bure du système déformé, à la distance x de l’en¬ 
castrement. L’allongement (ou le raccourcissement) 

relatif est -• La force élastique de la semelle 

allongée est 

E abh 

■ • 

P 

Pour l’autre semelle, la force de compression a cette 
même valeur. Pour que ces deux forces équilibrent 
une force Y appliquée è l’extrémité de la poutre et 
parallèle h OY, il faut avoir 

•aE abh* s= (/ — a?)p Y, 

Remplaçons p par sa valeur approximative nous 

dx* 

aurons une équation qui, par intégration, nous 
donne 

y - -JL.[■/*. - *il. 

y 3 J 

Supposons maintenant le système animé d'une 
vitesse XV parallèle h OX. Désignons les variables 


s 
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par les mêmes lettres affectées de l’indice i. L'allon¬ 
gement relatif a la même valeur Doue, si nous 

voulons l'exprimer en fonction des nouvelles don¬ 
nées, nous devons tenir compte tles relations sui¬ 
vantes : 

Pi — ?(«-* /'Mi h; 

rallongement relatif est ainsi 


(h 

Pi 


d-X 1 ), 


et la force élastique développée a pour valeur 


a Ki a\b\h 




Pi 

é 

Appliquons le principe des travaux virtuels. Dans 
un déplacement, les points du système décriraient 
des ellipses pour lesquelles le rapport du petit axe 

au grand axe est \/ \ — X-, Pour que la somme des 

travaux virtuels soit nulle, il faut avoir, en rempla- 

1 d i y ï 
eant — par > 

• 1 dx\ 


d’où 


î(i - X« )« li,«, 6, /.Æ + x, Y, - /, Y, = o, 


y = 





3*0 


4(i — X*)* K, «,&,/'?* 


. Puisque le mouvement d'entraînement est parai- 


i 


i 
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le le h OX, on a 

<?1 = rt, b |=6, /i| = /*, .rj = ro y/1 — X*, 

/^/v/rrrr», Y, « Y /T^T», 

(Ida donne 


rl l’accord esl rétabli, ( 18 ) et (ip). 

Kn opérant de même dans les deux autres cas prin¬ 
cipaux, on obtient le même accord. 

Pour une tige constituée différemment, on rem¬ 
placera a h 2 ait par le moment d’inertie I, et le calcul 
des trois cas principaux conduit a la conclusion 
suivante : 

Si une lige élastique, soumise à la llcxion plane, 
est entraînée avec une vitesse uniforme XV, l’obser¬ 
vateur participant à l’entrainement pourra appliquer 
la formule ordinaire 

K| 

!>(/_#)=-I. 

? 

Pour un observateur par rapport auquel le système 
est en mouvement, la formule ne pourra être 
appliquée qu’en multipliant le premier membre 
par 


i 


(!-*■)■ 


> 


(I-X*)*, J 


suivant que l’entraînement est parallèle h la tige, 
normal à la tige et parallèle a la force appliquée, ou 
normal a la tige et a la force appliquée. 

L. 


6 
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38. Expérience de Trouton et Noble. — Réduite 

h l’essentiel, l’expérience de Trouton et Noble con¬ 
siste à déplacer une tige solide aux extrémités de 
laquelle se trouvent deux corps qui s’attirent. Au 
repos le système n’a aucune tendance à tourner 
autour de son centre ( /f£ r . <)). Si l’entrainement est 




oblique à la tige, les forces qui s’exercent sur les 
deux extrémités sont dirigées comme l’indique la 
ligure 10 pour deux raisons : d’une part, la tige se 
rapproche de la normale à l’entrainement; en second 
lieu, les forces s|cn éloignent* Le système reste 
néanmoins en équilibre dans une orientation quel¬ 
conque par application du principe des travaux 
virtuels, car la force est constamment normale au 

déplacement virtuel de son point d’application. La 

/ 

figure a été tracée en prenant ), = 4 ( * ). 


(') Pour la méthode appliquée à ce cas par M. Laue, voir les 
références indiquées au renvoi du paragraphe 2t. 
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CHAPITRE V. 

TRANSFORMATION DES FORCES. 
FORCES QUI S’EXERCENT ENTRE CORPS 

EN MOUVEMENT. 


39. Transformation des forces* — Eu nous 

appuyant sur les résultats précédents, et notamment 
sur les équations (IX) tic la dynamique du point 
libre, nous allons chercher à obtenir les expressions 
des forces qui s’exercent entre corps en mouvement. 
Une théorie complète, basée sur une transformation 
plus générale que celle de Lorentz, devrait permcttic 
d’y parvenir. Mais nous ne disposons que du cas des 
mouvements relatifs uniformes des deux systèmes 
de référence. Nous opérerons ainsi : les relations 
obtenues tout d’abord porteront la trace de leur 
origine; elles contiendront la vitesse relative; il 
faudra donc éliminer celle-ci quand elle aura cette 
stricte signification. 

Revenons aux deux systèmes d’axes S,, Sj et 
supposons qu’un corps ponctuel P soit en mouve¬ 
ment en présence des différents observateurs, sous 
faction d’une force quelconque; les lettres conser- 
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vaut les signilications antérieures, nu aura pour lit 
première composante et d’après les relations (IX) 


X 


m 


"t 


<t*i 



X» = m 


tt î 


H 

v* 


dit 


/ wr 

V 1 " TT 


en tenant compte de (II), (III) et (ta), on obtient 


Xi — 


X 


th 


~ J X | -y ( U\ X| H- V\ \ | -f* l*’| Z,)j. 


Pour les deux autres composantes, faisons de 
même, en tenant compte de (IIP); il vient 



On en tire 






dont la signification physique est celle-ci : Si l’on 
connaît les forces X 2 , Y 2 , Z 2 évaluées dans le sys¬ 
tème S a au temps f 2 , on en déduira, par les relations 
précédentes, les forces évaluées au temps t { dans le 
système S|, en fonction de la vitesse «j, Cj, du 
mobile. 
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Nous allons eu taire une application. La force qui 
s’exerce sur le mobile est due ù la présence de corps G 
lixes ou en mouvement. Supposons qu’un corps 
ponctuel G soit lié au système S 3 ; il a donc dans S t 
le mouvement XV, parallèlement a l’axe des x ; nous 
pouvons le supposer placé à l’origine du système S a , 
nous considérerons deux cas. Dans l’un, P est 
immobile dans S,; la force exercée alors sur P est, 
d’après la définition du paragraphe 20, le champ 
cinétique de G; dans l’autre, P sera immobile par 
rapport à S 3 . 


40. Champ cinétique. Force supplémentaire. — 

Nous faisons u, — o, tq = o, iv, — o; les relations 
( XV) se simplifient et, en désignant par X c , Y c , Vj C 
les composantes du champ cinétique, c’esl-à-dirc 
les valeurs particulières que prennent X,, Y t , 
nous aurons : 

(XVI) Xn=X J , Yç = Y 4 =, Zc = -—==• 

y/l — X* y I — X* 

Or, d’après la convention que nous avons adoptée 
(§ 26), la force à laquelle P est soumis dans le 
champ statique est indépendante de la vitesse de P. 
Dans les formules (XVI), X 2 , Y 2 , Z a sont donc les 
composantes du champ statique dans S a . Nous 
pouvons voir facilement quelles sont les positions 
correspondantes. 

Le mobile est en G; pour avoir la force à laquelle 
P est soumis à cet instant, nous marquons G' tel 
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que CO = y/ 1 ).H7Q ; soit PA' In force qu'exer¬ 

cerait le mobile s’il était immobile cil G', alors 

la force exercée sur P est PA. Dans la figure 1 1 , ou 

/ 

a supposé A -r: i. 

Nous verrons que, «laits un cas particulier, le 


l'»K* 



cbamp cinétique est le cbamp électrique total d’une 
charge en mouvement. 

Entre les relations (XV) et (XVI) éliminons X 2 , 
Y 2 , Z 2 . Il vient : 

I ' X| = X<; -f- ^ (f| Yc-t- H’,7.c), 

Y, = Y c - ^ Yfi, 

Z, = Z c -ç«iZ|. 


Nous pouvons supprimer l’indice i ; les rela¬ 
tions (XVII) expriment la force a laquelle est 
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soumis un corps P, animé d’une vitesse //,, r ( , w t 
dans le champ cinétique <le G. Ainsi le corps P est 
soumis en premier lieu au champ cinétique et, de 
plus, à une force supplémentaire qui dépend à la 
lois du champ cinétique de G cl de la vitesse de P. 

Considérons le second cas, celui où P et G ont le 
même mouvement : i/, = XV, i*|=:iV| = o. Nous 
avons donc allaire à des forces intérieures au svs- 

e 

terne PG; nous devons retomber sur les rela¬ 
tions (XIV); c’est bien ce que donnent les relations 
générales (XV). 


41. Au lieu de prendre la vitesse de G parallèle 
à OX, prenons des axes rectangulaires quelconques. 
Soit W c = AV la vitesse de Gaux projections u C) c (; , 
n' c . Soient C son champ statique aux composantes X, 
Y, Z; C c son champ cinétique aux composantes X t , 
Y c , Z c . D’après (XVI), la composante parallèle il 
l’entraînement ne varie pas, tandis que les deux 
autres composantes du champ cinétique sont égales 
à celles du champ statique divisées par le facteur de 

Lorentz y /1 — A a . On doit donc avoir : 

SmcXc = 

\/1 — A* ( ce Zc — »ce Yc ) = ce Z — icc Y, 

et deux autres équations analogues à cette dernière; 
ces quatre équations se réduisent il trois distinctes. 
On peut les écrire plus brièvement 


(Wc£c) = (\V C 6), /T=A*[Wc£cl = [WcC], 
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par application des notations vectorielles (§ 9). Kn 
résolvant, on a la relation 


A* V*Xi; = «i:( W'c C )(i --==L=V 

\ /«-A»/ 


^ y/i — A* 



et deux autres analogues. 

Réciproquement, on a la relation 

(XVI ) A* Y*Xj ~ w < .(\V i: iV.)(i - /r-Tü) 

h- \Z1T=TV*\V?: \<; 


et deux autres analogues. 


42. Champ laplacien. - Quant a la force supplé¬ 
mentaire a laquelle R, animé de la vitesse \V P aux 
projections « P , Cp, u’p» est soumis dans le champ 
cinétique de G, nous la représenterons par F s aux 
composantes X s , Y s , Z s . On a, d’après les expres¬ 
sions de la force supplémentaire résultant de (XVII), 

V* Xs = «c <’p Yc — ce cp Xc — (C(, <vp Xc *4- i/c <cp Zc 

et deux autres relations analogues. Ordonnons par 
rapport aux projections de la vitesse de P : 

I V*Xs= cp(«cYc — eeXe) — icp(<cc Xc— uç/Av.), 
N^Xs» (^i*(ccZc —tecYc) — mi»(«c Yc — ccXci, 

V*Zs = Mp(«>cXc— MeZe) — Cp( CeZe —tecYc ). 

» 

Nous sommes ainsi amenés à considérer le vecteur 
dont les composantes figurent dans les parenthèses : 
nous l’appellerons le champ laplacien général de. C 
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en mouvement uniforme. Nous le représenterons 
par .IC et scs composantes par 


(XIX) 


ou bien 



yi ( Ce /c ^’tî bl)i 

77j(u’c Xc— «c Zc)* 

yj(in:Yc — t’cXc), 




[Wci'c]. 




On aura pour la force supplémentaire, en écrivant 3C 
au lieu de 3C r , 


(XX) 
ou bien 


Xs = i’r y - 

- o’rpi 

Ys = mpot - 

- «PY» 

= i/p 3 - 

- t’r*> 


F S =:[\Vp5C]. 


Les relations (XIX) montrent immédiatement que 
le champ laplacien général est perpendiculaire a la 
vitesse de G et à son champ cinétique, proportionnel 
à leur produit et au sinus de leur angle. 

Les relations (XX) montrent que la force supplé¬ 
mentaire exercée sur P est dans les mêmes relations 
avec la vitesse de P et le champ laplacien de G. 

Comme interprétation physique, nous verrons que, 
dans un cas particulier, le champ laplacien général 

devient le champ magnétique et que la force supplé- 

♦ * 

mentaire devient la force électrodynamique. 
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43. En résumé, (Haut donné le champ d’un corps 

invariable eu repos, nous en avons tiré le champ 
cinéti(|uc, le champ laplacien général, la force sup¬ 
plémentaire à laquelle est soumis un corps en mou¬ 
vement dans ces champs, en nous appuyant sur les 
équations de la dynamique de relativité établies plus 
haut (§2o). Ces champs ne sont donnés ici que 
dans le cas du mouvement uniforme. 

Les termes de « champ laplacien général » signi¬ 
fient qu’il n’a été fait aucune hypothèse sur la 
direction de la force qui s’exerce entre corps en 
repos. 


44. Je vais appliquer le point de départ fonda¬ 
mental de la théorie des champs de vecteurs. 

Dans l’espace se meut un corps, avec une vitesse 
uniforme //, »», u\ Son champ cinétique et son 
champ laplacien général se déplacent avec lui. La 
caractéristique d représentera la différentiation en 
un point fixe par rapport aux axes (coordonnées 
d’Euler); è représentera la différentiation prise 
« en suivant le corps dans son mouvement (') ». Ces 
termes veulent dire non que l’observateurse déplace 
avec le corps, mais que les observateurs liés aux 
axes et présents dans tout le champ rapportent son 
champ a des axes instantanés placés toujours dans 
les mêmes conditions relativement au mobile. 


(’) d et à représentera ici, l'un et l’autre, des différentielles 
partielles. 
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Considérons lu première composante X c de C c , on 
aura 

dXc 


Ot 


= o; 


on sait que 


0 d d d d 

T, — -H « -j—H t» —h te -y* 

Ot dt dx dy dz 

Le second membre est donc nul dans le cas du 
mouvement uniforme. On aura 


(•20) 


d <1 d 

, t . u -3 —h v -T~ te *tt = 0. 

dt dx dy dz 


Calculons le curl et le dalembertien du champ 
laplacien 3C; on a pour la première composante et 
d’après 



dy 


dp 

dz 


= 7î(“ 


dYç 

dy 


dX c dX 

e —i-te 


4y 


dz 


ce qui, d’après ( 20 ), donne : 


(XXI) 


<iy~ 

dz 

V* 

dx 

_ _ 

1 

dz 

dx 

V* 

d$ 

dx _ 

1 




&c *+* 


= y?* 1 ’ 



d Z„\ 

+ “ dz y 

1 

dX e 

V? 

dt ' 

1 

dY c 

Vî 

de ’ 

1 

dZ e 

V* 

dt ’ 


qu’on peut écrire 


(XXI') 




1 dC. 


V« dt 
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[Y* 

Remarquons que, dans ecs relations «A .r, )*, c 
sont les coordonnées d’un point quelconque du 
champ, h, e, w sont les composantes de la vitesse 
du corps, cause du champ, dont la position n’est pas 
quelconque. Les premiers termes des seconds 
membres sont nuis ou non suivant que la diver¬ 
gence est nulle ou dillcrcnte de zéro. A l’intérieur 
du corps, cause du champ, les produits tels que 
u div. peuvent être dilVérenls de zéro. 

Dalembevtien des composantes de 3C. — DiiTé- 
rentions la seconde des équations ( XXI) par rapport 
à v; la troisième, changée de signe, par rapport à )*; 
dilVérenlions (XXll)'par rapport a dilVérentions 
la première relation (XIX) deux fois par rapport 
a t. Additionnons membres à membres les quatre 
relations ainsi obtenues; puis appliquons la rela¬ 
tion ( 20 ) a la fonction (SJ ^c) ; il vient ainsi : 




d\\ 

dz 



H- v 






□ y. 


mais le premier terme du second membre est nul ; il 
reste 


□ «=£[••□4 


(V 


G Y, J. 


Pour les composantes (3 et v, on aura deux relations 
analogues; et les trois équations sont contenues 
dans l’équation vectorielle 
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Appliquons maintenant le principe posé (§20). On 
aura 

Ck=o. 

11 en résulte 

□ 3C = o. 

De meme que le champ cinétique, le champ lapla¬ 
cien aura un dalcmberlicn nul clans le vide Cela 
justifie la dénomination de champ attribuée à 3C. 


4o. Fonctions harmoniques. — Supposons que 

dans S a , les corps causes du champ soient immobiles 
(champ statique) et représentons ce champ par ; 
il ne dépend pas du temps. On a donc 



Ainsi les seules forces entre corps en repos compa¬ 
tibles avec le principe a sont les forces, fonctions 
harmoniques des coordonnées. Cela a lieu quelle 
que soit la direction du champ. 
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40. Jusqu’ici il n’a pas clé fait d’hypothèse sur la 
direction de la force qui s’exerce par exemple entre 
deux corps ponctuels. L’expérience nous montre 
que, dans certains cas, la force qui s’exerce entre 
deux corps ponctuels au repos est dirigée suivant la 
droite qui les joint, et dans un sens ou dans l’autre 
suivant que les corps tendent h se rapprocher ou à 
s’éloigner ou, comme l’on dit, que la force est attrac- 
tice ou répulsive, que de plus elle diminue quand 
la distance augmente et devient nulle à l'infini. 

Les forces sont fonctions harmoniques, elles sont 
centrales et nulles à l’infini) le champ de force d’un 
corps ponctuel varie donc nécessairement en raison 
inverse du carré de la distance ( 4 ); c’est là une nou¬ 
velle conséquence du principe ci» ÏSous en déduirons 

aisément le champ cinétique. Supposons, par 

% 

. II. .1 ■ ■ ■ ■ — » —— — ■ ■ ■^—^—■1 ■ I ■ mm .11 ■ ■ .1 ■■ 1.1 III I. ■ ———— —» 

( l ) Celle conséquence ne peut s’obtenir à parlir des deux 
principes du paragraphe 1. Il est nécessaire d’y adjoindre un 
postulat (E.-M. Lkmbuày, C. /?. Acad, Sc. t t. CLY, i<jrj, 
p. ioo5). 
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exemple, la force attractive. Nous avons vu que 
le champ cinétique au point P(#, z) dû à G en 

mouvement suivant OX ( fig . 12 ) a pour compo- 

Fig. 12. 



santés X c , Y c , Z 6 ., reliées par les équations (XVI) 
aux composantes X 2 , Y 2 , Z 2 , au repos et que ces 
dernières se rapportent a la position G' du corps 
ponctuel G avec la condition 


OQ — OC' = 



Si l’instant ou G passe a l’origine O est pris pour 
origine des temps, on a : 

OC = X V/. 


La figure 12 , qui est un cas particulier de la figure 11 , 
est faite dans l’hypothèse : X= -r* On a au repos, 
dans le système S 2 , 







>’l OG)* + y\ H- *1. 

D'après (XVI) nous avons pour le champ ciné- 
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tique, et eu supprimant l’indice i, 



On voit que le champ cinétique est dirigé suivant 
la droite qui joint actuellement les deux corps. 

Vérifions que les fonctions satisfont aux condi¬ 
tions imposées; faisons le calcul pour X. En dilTé- 
rcntiant deux fois, on a, au facteur K près, 


3 L~* (x 


d*X c 
dx * 


1 __ 3?>Mr<(ar- XV/) 


*(.r— XV/) 

i-X* 


3_5/^L_ 


V/n 

-w J 


V* dt* 

d*X c 
dy* 

d*Xj 

dz* 


i-X* 




= — 3 L/" * (a? — XV/) [i — 5y* L-*], 




= -3L *(.r — XV/) [i — 5-8*1-.-*]. 


Tenant compte de (22) et en additionnant les 
quatre équations, on a 

□ v d i X c d*X c d*X c 1 d*X c 

X<? “ dx* ^ dy* dz* ~ V* dt* “ °’ 

La fonction X c satisfait bien a la condition 1 |=o. 
Cela ne peut être clairement interprété comme 
indiquant une propagation de vitesse V, puisque le 
mouvement uniforme dure depuis une époque, infi¬ 
niment antérieure. Mais dans le cas actuel, le champ 
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se propage parallèlement à OX avec une vitesse XV; 
il faut donc avoir 

d*X e i d*X c _ 
dx * X*V* dt * “ °' 


C’est bien ce que l’on obtient au moyen des deux 
premières équations du groupe précédent. 

En général, les forces au repos étant harmoniques 
et centrales, la divergence est proportionnelle à la 
densité p. Nous écrirons : 



Si = K 4 « v ’^ 


D’après les propriétés de ces fonctions, on peut 
écrire immédiatement (‘): 




[Vc.] = o, 

Ax,= K 4 «V.g, 

Ay,= K4«V*^êî, 

« ' 

Az, = K4«v*^î. 


( l ) Les forces étant centrales on a 


[ V^j] “ °» c'est-à-dire 


rfY _ dZ _ dZ _ dS 

dz (ly ~ °* dx de 


dX_d\_ 
dp dx “ ° 


Des deux dernières relations on tire 

d'X dyL æx _ d *Y 

dz 7 ~~ dxdz* dy 1 dxdz* 

d’où 




♦ 


L. 


» 


7 


9« 
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Dans le cas où un corps G décrit une parallèle 
àOX, nous aurons, d’après (XIX), 


M) 


a = o 


M 


A/ 

y ,J c> 


A v 

Y= v'r- 


17. Calculons la divergence du champ cinétique. 
Pour le système S* on a 

dx x - dx t s /~)*, dy t - dy t , dz t = dz u 

cl, en tenant compte de (XVI), 

(VCc) ■= dX 


e d\ c 

- - j -, ^ 

dx , dy x 


d'A c 
dz\ * 


(V t »\ - 1 (‘IX* , V» ^ 

=v/ïir* ++ 


rfZ, 



I 


/l—)> 


K<fitV’p|. 


iNous allons maintenant faire une hypothèse, c’est 
que la substance du corps ne sc perd pas par le mou¬ 
vement de translation; son volume au regard de Si 
diminue proportionnellement au facteurde Lorentz; 
si p, est sa densité au regard de S», on aura 


Il vient donc 


p, \f\ - X*. 
(VO = IM*V*pi. 


Les relations (XXI) deviennent alors, en suppri 
niant l’indice i, 


= K 4îcp « + Y\ 



dp __ 

dy 

dz 

da 

dy _ 

dz 

dx 


-Al 


IX — — sa K w -t- — 
dx dy 4 V* 


I 

dXç 

V» 

dt 

i 

d\ c 

V* 

dt 

1 

dï e 

V» 

dt 


> 


(XXII) 
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ou bien 


[Vjc] = K 4 -p W 


-h 


i dC 




V* dt 


Pour obtenir le curl et le dalcmbcrtien du champ 
cinétique, nous partirons en général des équa¬ 
tions (a3) qui donnent le curl et le laplacien /\ du 
champ statique nous transformerons au moyen 
des relations (XVF), (F) et de relations analogues 
à (6'), mais obtenues en partant de (F) au lieu 
de (1); puis nous tiendrons compte des rela¬ 
tions (XIX). Les résultats ainsi obtenus convien¬ 
dront à une vitesse d’orientation quelconque. 

Bornons-nous, ce qui ne restreint pas la généra¬ 
lité, au cas où l’axe des x est privilégié; nous 
employons alors les relations (23), (XVI), (I) 
et (0’), mais en permutant dans ces dernières les 
indices (i) et ( 2 ), en changeant ), en — X. 

Occupons-nous des composantes 


d/ n 

rfx, 

d\t 

rfVj 

dx% 

dz 2 “ °» 

dy* 

, = 0 . 

dx s 

D’après (XVI) 

) 



X,= X C( 

Y, - Y, v/r: 

-X«, 

Z, = le 


-XV 

Transformons au moyen des équations (t/) modi 
liées comme il vient d’étre dit : 


v/i — X* 
l’où 


1 


dt 


-H 


1 


X d/j c 

/nrx» dx\ ' v Wi 


tlXç 

dz^ 


= o 


dt 


dX 


X dt 




dx 1 dZ[ 


V dt x 


IOO 
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En opérant de même sur la seconde composante, il 


vient 


dXç 

dy\ 


d\ c 

dx i 


X d\ c 
V dl y 


Eliminons la vitesse XV. Pour cela nous ne disposons 
que des relations ( 24 ) auxquelles se réduisent (XIX) 
pour le cas de Taxe OX privilégié; on obtient ainsi 


d\ c 

H Z t 

</Vg 

dx 1 


r/%,. r/p 

dx 1 dt * 

dXs d'( 

dy % “ dt' 


D'une façon générale, en supprimant l’indice 1, 


on a 


(XXIII) 


IV J- 


d 3 C 
dt 


Daiembcrtien . 


On a, par exemple, pour Xj 


</»Xi 

f Ar j 


H - 


</»x» <;«x, 

4 >? + <t* î 

d*Xj 
dt\ “° ; 




puisque, dans Sa, le champ est indépendant du 
temps. En transformant et en remarquant (XXI) 
que X t . = X 2 > on obtient 


d*Xe 
dx î 


aX rf*X f X» 

V <Xr, tll 1 V« rfij 




rf'X,. 


^ V1 (Ê 


x 

V </(, 


«S* 


aX d i X r l t/ J X c ) __ 
V Sari</<, + V« dt\ i “ 
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il’où, par soustraction, 


□x,= K4it/v* 

On a aussi 


dpi 

dr i 





Il nous reste à calculer la divergence et le dalem- 
berticn du champ laplacien. Partons des for¬ 
mules (XIX). Diderentions-les respectivement par 
rapport à x ) y, z cl additionnons-lcs. Il vient 



u 

-h v 

-f- (V 




Remplaçant par les valeurs obtenues tout à l'heure, 
on peut écrire 

(\/3C) = ~ + trv)- 


Or 3C est perpendiculaire a la vitesse des corps, 
causes du champ; le second membre est donc nul. 
On a donc 


(Vjc) --= o. 


Pour le dalcmberticn, on trouve la relation 


□ *= M- 



et deux autres analogues. 
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Fn résume:, nous avons 


UVc) = 

j ( Vnc } — 

f.xxiv) r v y 


K j kV s p, [\ 7 c] =~^§> 

o, (Vac| = Ki- ? \v+^ 

\f t ( i fo\ 7 . lir e’/.O \ 


i r/<! ' 

^ 777 


□ i7 = K4n^V*Vp + W^). 

QJ. 1 C =- K ir [w\ 7 ? ]. 


La force qui s’exerce sur un élément de volume où 
la densité est p a pour valeur 

(XXV) /=p(C-HfWJCJ)f/x; 

K ne ligure pas dans cette expression. 


48, Déformation à vitesse constante. — Jusqu’ici 

nous ne nous sommes occupé que du champ de corps 
dont tous les points sont animés d’une même vitesse 
uniforme, de sorte que la vitesse était constante 
pendant toute la durée du passage du corps en un 
point. Je vais examiner maintenant un cas plus 
étendu, qu’on pourrait appeler mouvemen t de défor¬ 
mation à vitesse constante . Soit, au temps pris 
pour origine, un corps immobile dont la densité p 
est une fonction des coordonnées b , c. Faisons 


subir au corps une déformation quelconque , mais 
finie et variant continûment d’un point aux points 
voisins; au bout d’un temps fini 0, le corps a une 
nouvelle forme} soit l la longueur de la droite 


joignant les positions initiale et finale d’un élément} 
désignons par u, n, w les projections du rapport r} 




i 
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u, v , tp sont des fonctions quelconques mais Orties 
et continues de a ) ù, c \ cela posé, supposons qu’un 
deuxième corps identique au précédent, au temps 
origine, se meut et se déforme constamment de 
manière que l’élément (la db de conserve, depuis 
une époque infiniment antérieure au temps origine, 
jusqu’à une époque infiniment postérieure, la même 
vitesse w, r, w et posons encore 

i W*= A*V*; 

nous sommes dans les conditions rigoureuses où 
tout ce qui précède est applicable. Dans le cas où 
l’axe OX était privilégié, nous avions les expres¬ 
sions (22); étendons-lcs au cas de directions quel¬ 
conques mais rectangulaires, au moyen des formules 
de transformation du paragraphe 17 . Posons 

R* — {x — a — uty + (y — b — rO’-H (* —*c — tv*) 1 , 
nous avons 

L* = (t — A*) 2(# — a — tJj [2 u(x — a — m/)] 4 , 

nous obtenons les expressions vectorielles des deux 
champs : 

C=:KV> J (i — A«)pRî 

dx ea det db de , 

où les intégrales triples doivent être étendues au 
volume occupé par le corps à une époque fixe, qu’011 



V ^ 


•v 
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peut d'ailleurs choisir arbitrairement. Pour la 
première composante de C, on a 

» 

X = KV* Ç (i — A*)p (#—a — ut)L~ l d"z } 


ce qu’on peut écrire 


KV* 


/[• 


\*)p(# 


ut) 


- KV* 


4 - ^ 2 «(a* — a 

J (l-A«)|£ï«(*. 




3 d- 


a — d\. 


Or on a 
. dL 


L dc “ (* — A s )(a? — a — Ut)-h (æ — a — ut) t 


t dL _ 

L-rp =— £ u(x — a — ut). 


Considérons les fonctions 

V = KV *f £p 

f* = ></ Êi‘ rft, *, = K fêl ch, 


«•- */ t r 




S'il s’agit d’un point a?, y, z du champ situé, au 
temps t ) en dehors de l’espace occupé par le corps, 
on peut différentiel* sous le signe par rapport aux 
coordonnées et au temps; on trouve aisément les 
relations 

3C = [V<1>] 


ae^[Va.J 


I 
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] dty 
V* dï 






et Pou vérifié, conformément au principe «, 



Quand le point du champ se trouve h l’intérieur 
du corps, il suffît d’intégrer dans un petit volume 
quelconque comprenant ce point. On retrouve alors 
les trois premières relations précédentes; les six 
autres deviennent 



où l’on a posé G = p\V. 

Ces relations ne diffèrent des relations (XXIV) 
que par le passage de W qui varie avec #, z et (, 
sous le signe de différentiation, 

Ces relations (XXIV 7 ) sont valables quelque 
rapide que soit la variation en un point du champ, 
Elles sont des conséquences nécessaires des prin¬ 
cipes posés. On voit qu’aucune d’elles ne contient W; 
elles contiennent p et le produit pW. 

Nous n’avons pas le droit de les considérer comme 
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applicables au cas général; nous pouvons seulement 
nous demander par induction si elles ne pourraient 
être générales; c’est-à-dire que nous sommes obligés 
de les comparer aux résultats tirés de l’expérience. 

Or, si nous supposons K = -4- 1, elles sont iden¬ 
tiques aux équations générales de l’Elcctrodyna- 
mique, pour le cas des conducteurs et du vide. 
L’induction faite est justi ileeaposteriori. On conçoit 
l’intérêt que présenterait l’introduction d’une trans¬ 
formation plus générale que celle de Lorentz. 

Pour limitée que soit la méthode suivie, par suite 
de l’emploi des seuls mouvements relatifs uniformes 
des deux systèmes de référence, elle n’en montre 
pas moins la fécondité des principes posés ('). 

Quant au principe de Statique (§ 23 ) et à la loi fon¬ 
damentale de la Dynamique (§ 25 ), ils se fusionnent 
dans le principe de d’Alcmbert considéré comme 
applicable seulement au début du mouvement. 

Nous ne nous sommes pas appuyé ici sur le prin¬ 
cipe de moindre action. Dans la Dynamique propre¬ 
ment dite, c’est un théorème qu’on démontre à partir 
du principe de d’Àlembcrt. 

En Electrodynamique, pour appliquer le principe, 
on définit l’énergie par la somme des carrés du 
champ électrique et du champ magnétique; ce 
dernier champ est introduit comme donnée expé¬ 
rimentale; tandis que, dans notre exposé, le champ 


( l ) Voir ta note de la page tto. 


1 


1 



+- » 


' ■ y 


. V ■» 


FORGES CENTRALES. I07 

laplacien s’introduit comme facteur de la force 
supplémentaire qui est elle-même une conséquence 
nécessaire des principes. 

« 

19 . Les équations (XXIV') se réduisant, pour 
Iv= -H 1 , aux équations électromagnétiques peuvent 
être intégrées immédiatement; il suffira de rem¬ 
placer la densité électrique p par Kp, où p dé¬ 
signe une densité de substance quelconque. Bien 
entendu, l’équation (XXV) ne change dans aucun 
cas, puisque K. n’y figure pas. On aura les fonctions 
suivantes : 

Potentiel scalaire retardé, 

* = Kv, / ?( ,_ f) £. 

Potentiel vecteur retardé, 

où dx est l’élément de volume. 

Champ cinétique, 

<■--v.-£- 

Champ laplacien, 

w-[Wl- 

60 . Égalité de l’action et de la réaction. — Les 

forces exercées par le corps C sur P et par le corps P 
sur G ne sont pas égales et contraires au même 
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instant , ces termes se rapportant h un seul obser¬ 
vateur. Mais, dans le cas du mouvement relatif 
uniforme, cette égalité existe pour l’ensemble des 
deux observateurs liés, l’un à P, l’autre h G; les deux 
observateurs trouvent, aux mêmes heures locales , 
les mêmes valeurs des forces appliquées. Pour eux, 
l’ancien principe (égalité en valeur absolue et sens 
contraires de: forces motrices) est satisfait (■). On 
peut faire un rapprochement intéressant. 

Considérons deux courants constants rectilignes. 
Portons notre attention sur la force élcctrodyna- 
micjue; calculons le champ magnétique d’un élé- 

A 

ment ds de l’un des courants et la force électrody- 
nautique exercée sur l’élément ds f du second 
courant dans le champ du premier. Calculons réci¬ 
proquement la force exercée sur ds dans le champ 
de ds\ Nous trouvons deux forces qui ne sont ni 
égales, ni opposées, ni situées dans un même plan 
pour le physicien en présence des deux courants. 
Mais si nous considérons deux observateurs liés 
aux électricités en mouvement, ils trouvent que les 
forces ont les mêmes valeurs aux mêmes heures 
locales. 


(') Cela est différent de la forme de Poincaré-Abraham (§51) 
conservation de l'impulsion). 
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51. Parmi les forces centrales, considérons 
d’abord les forces répulsives, K=s-|-i. Il s’agit 
alors d’électricité, et de la force exercée par un 
clément d’électricité sur un élément de nature 
identique. (11 y aura attraction d’un élément d’une 
nature sur un élément de nature contraire.) 

Nous allons rappeler les équations du champ 
électromagnétique pour les mettre sous la forme 
remarquable que leur a donnée Minkowski; nous 
emploierons les unités G. G. S. E. M. 

Notations i 

p, densité; W, vitesse aux composantes «, w\ 

G, courant, Gj-=pw, C^=pp, C* = pw; 

Cs champ électrique (X, Y, Z); 

3C, champ magnétique («, (3, y)i 

/*, force électrique et électrodynamique; 

6 , densité de puissance; travail par seconde sur 
l’unité de volume où la densité est p. 

On a pour équations du champ : 

(»7) ^ + (Vc) = o 

u/) vi§+(V^) = o. 
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et 






(u8) 


n* 

, — — 

.fit V*p 

t 

( 28 ') 


u* - - 

-4*C, 

a 

1 

( ii) ) 

m 


-v*-5 

r 

% 

9 

( ><S ) 


3C = [V^J. 


1 

•Jl 

i dy 

dz 

1 

“ Y* 

11 

4*P 

] 

| dx 

d'i 

I 

dX 


■ 3u) i 

dz 

mm m 

dx 

” V* 

dt “ 

4*p 


d3 

dx 

dx 

dy 

i 

“ V* 

d’i 

dt “ 

4*p 

no 


di 

d.r 

dy 

. = 

dz 

o, 


■ 

dl 

dX 

dx 



B • 

<ty h 

dz 

dt 

o, 

(32) 

J 

dX 

dt 

dp 



_ -H 

dz 

dx 

’ TÏÏ ” 

o, 


1 

dX 

dX 

dX 

» 

* 

\ “ 

TB + 

dy ~ 

" dt “ 

o» 

(33) 


dX 

dX 


: 4* 


dx 

dy ”** dz 


nuis, pour la force qui s'exerce sur l’unité de 

volume, où la densité est p (*), 

9 « 

4 

( fx= P(X-4- V'( - irp), 

(30 \/y~ p( Y + w*— î<y), 

( /s= P(Z +■ «P— va) 


(*) L’induction par déplacement d’un conducteur dans un 
champ est une conséquence de l’existence de la force/et s’obtient 
indépendamment de l'extension faite plus haut (p. 106). 
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el pour la puissance développée par cette force, 
ou travail par unité de temps et par unité de 
volume, 

(35) Cn i î(ll/ x +t>/ ) .+ H»/ | ) 

= p(u X ■+■ i'Y + ««Z). 

Reportons-nous aux équations (XIX) qui nous 
donnent le champ laplacien en général; dans le cas 
actuel, 3C n’est autre que le champ magnétique» 
En appliquant aux équations (3o), (3t), (3a), (33) 
le traitement scalaire et le traitement vectoriel , 
nous obtiendrons les deux théorèmes de conser¬ 
vation de l’énergie et de l’impulsion. 

Traitement scalaire. — Multiplions les équa¬ 
tions (3o) cl (32) respectivement par X, Y, Z, 
a, Y» additionnons membres à membres les 
six équations ainsi obtenues. Il vient l’équation 
unique 

(36) p(«X-*-,Y + <„Z) = ± j - i +3C*) ) 

(-(Vfcae]) j 

Traitement vectoriel. — Multiplions les équa¬ 
tions (32) respectivement par o, — les équa¬ 

tions (3o) respectivement par o, y, —j$; l’équa- 

X 

lion (3 1 ) para, l’équation (33) par^j et additionnons 
membres à membres; nous obtenons une première 
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équation 


Ÿïâo'Y-Zf» 


( 37 ) p(X ^ fY — Pfv) = 


I* 


jrf 

dx 

d 


( l 


\t pt-t-y’-’-a* 


aV» 


±1 

<iy\ 

-( 

rf.V 


* Vf 


V* 

XZ 

V* 


>) 


ay 


Eu tirant de cette équation par permutation deux 
équations analogues, nous avons un groupe de trois 
équations qui se condensent dans l’équation vecto¬ 
rielle 


(38) 


/ = 


4itV> 4 tc tV pI. 


où p est le tenseur (') électromagnétique dont les 
neuf composantes donnent les pressions de Maxwell 
et forment le Tableau symétrique 


p*x = 


[ C*-2X*j 

r v * Pv 

i |+.TC‘—9.»») 


(39) P/.r — 


P 5X = 


_ V 
(-+- P* 

( zx 

_) V* 
f-h y« 


V» 


■I 


P sy — 


XY \ 

V* [ 

*? ) 
£f-aY« 
V» 

OC 

ZY) 

V» 


PX3 = 


Py* = ~ 


( -I 

[ -h ay I 

I SI 


4- 


V* 

Py i 


+ Y? 


Pîî 


-il 

1 11 11 fc. 




Y* 


OC* 


(*) Voir Introduction, § 10 


I 


i 



« 


F0(\CF.8 REPULSIVES. 


113 


Rappelons l’interprétation de ces deux théorèmes. 
Posons 


(4°) 

(h) 



E est la densité d’énergie; P est le vecteur radiant 
de Poynting. 

Le premier théorème s’écrit alors 


(4^) 


e + f + (Vp) = o 


cl s’énonce : « Le travail effectué sur l’unité de 
volume par les forces électromagnétiques est égal 
et de signe contraire a la dérivée, par rapport au 
temps, de la densité d’énergie, augmentée de la 
divergence du vecteur radiant », ou encore : « En 
considérant un volume limité quelconque, la puis¬ 
sance fournie par les forces intérieures et le rayon¬ 
nement est empruntée à l’énergie électromagné¬ 
tique » ( < ). 

Si l’on appelle « quantité de mouvement électro¬ 
magnétique » la quantité 

(43) <3 = 7i> 

* 


le second théorème exprime que la densité de force 


(') Abraham, Ions, Éiecirôns t Molécules t fasc. 1, p. i5. 
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est égale et de signe contraire u la somme de la 
dérivée de la quantité de mouvement par rapport nu 
temps, et de la divergence du tenseur électromagné¬ 
tique. 

(l'est la l'orme de Poincaré-Abraham du principe 
de l’égalité de l’action et de la réaction. 

oâ, Mous avons vu que, dans la transformation de 

Lurentz, les expressions x 9 4-,v 3 H- z 9 — V*/ a et Q] 
sont invariantes. Or, V/ est homogène à une lon¬ 
gueur; posons 

(il) /Y/-/, — i ; 


ces ileux expressions deviennent 


-h s* -f- 1* 


et 


cl * 


f/* 


. - d* d* 

7IF* + Wi 7fT< + W* 1 


ainsi le dalembertien su réduit h un laplacien h 
4 dimensions. 

i 

a?, r, z, l sont les coordonnées (V univers ; un 
événement qui se passe en un lieu x, y , z au 
temps l est un état au point I) d’univers. 

Une trajectoire devient une ligne d'univers. 
L’introduction d'une quatrième dimension à la 
place du temps permet d’appliquer immédiatement 
la théorie des vecteurs, d’opérer par exemple des 
substitutions, etc. On peut ensuite traduire le 
résultat dans le langage do la cinématique et de la 

dynamique électromagnétique. En outre» par l’cm- 
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ploi des notations vectorielles, les équations pren¬ 
nent une forme très concise. Posons 


(.ji) P = <l» Xl G = <!•,. H i-V = «-lv, 

( 40 ) pVn - (G/. 

Les équations (a-) et (a/) deviennent 


(47) 

dC X dCy rfC, 

d* + dy + ,lz 

t 

+ 

& p 

1! 

0 

(48) 

P 

d<P x d ( ï»,- 

. d,] '< * 
-^-df ~ 0> 

h- 


Les trois équations ( 28 ) et l'équation ( 28 ') se 
réduisent à une seule : 


( 19 ) 


□* —4*C. 


Les équations ( 29 ) et ( 29 ') s’écrivent 


7*- 


(5o) 


V 

i_ y 

V 

± 7 

\ A 


a = — 




ï 


d<b( 

rf4>X 

* 77F ’ 

" ITT’ 

-, 


~ dy 

dl * 

d$*t 

1 

t> 

1 

dz 

“ ~dT’ 

— 

d*y 


dz 

_ d<b x 

d<\' z 

dz 

dx 9 


d<\' x 

Hx 

dy ' 
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1 lf> 


O 11 voü que, si l’on pose, 


_ r/‘ 1» 7 d<ï n 

M/ "' ~~d£~!iïf 


(/>, 7 = 0» 


ou a i(> éléments dont 4 nuis, 12 égaux deux h deux 
et de signes contraires 


AXp/j — o, 


M.jin — — M^ji 


Les éléments distincts sont au nombre des com¬ 
binaisons de \ dimensions deux a deux : 


G{ = 


4.3 
1 .v. 


= 0 . 


M est un vecteur h 2 indices; il a (3 composantes. 

Ainsi, dans l’espace a 3 dimensions, nous avions 

des vecteurs à 1 indice, ayant 3 composantes; 

dans l’univers nous avons des vecteurs à 1 indice, 

* 

4 composantes, et des vecteurs à 2 indices, 6 com¬ 
posantes, Nous représenterons ceux-ci par des let¬ 
tres grasses; nous n’en aurons d’ailleurs que deux à 
considérer : le vecteur M et son « duel » M*, 


53. Le vecteur champ de Minkowski a pour coin 
posantes : 




M,. r = p, 


M xy — Y > 


l 


M*/ = - ÿX, 


Mw = - ^ V, Mj/ = - ~ Z. 
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Son duel a pour composantes: 

m;, « a, m;, = p. M ii » y, 

MJ: = -j X, MJ* — — ^ Y, Mi y = -^Z. 

t 

Alors les trois équations (3o) et l’équation (33) 
deviennent (5i); de même les trois équations (3a) 
et l’cquation (3i) deviennent (5a) : 





* i 


Posons maintenant 


/* = I f .r, A = I'V. 


A = l’z, 


4 K = F,. 



CHANTAS Vit. 


Il8 

Les équations (34) s’écrivent 

I Q*M*.***h CyMjry-H GjM.rf * 4 - C/Mjr / 31 

CyMyjr •+* 4- G/My / *=* 1^ » 

Cj;Mj.r •+• + GjM;; + G/Mj/ 53 t 4 *» 

CjpM/.c “1“ CyM/y "f 1 G|M/j H" G/M// “ 1* /1 

* * I 


qui contiennent a la fois l’expression de la force et 
celle de la puissance. 


Si. Considérons maintenant le tenseur électro¬ 
magnétique d'unwer. t que non eprésenterons 
par la lettre grasse T; cela n’a aucun inconvénient 
ici, car il est le seul h considérer et ne pourra être 

confondu avec les vecteurs à a indices M ctM*. 

« 

T a 16 composantes toutes dillerentes de zéro, en 
général, et formant un Tableau symétrique ; 

T,* = -±- p Jt . (J, k = x,y,z ), T„ = - lî, 

r\ TT 

T/,= T,y=^S/ (j s> x, y, *). 

Les 9 premières s’expriment par les pressions de 
Maxwell, T// est la densité d’éilcrgie changée de 
signe; les 6 dernières sont les composantes du vec¬ 
teur radiant multipliées par 

Alors les deux théorèmes obtenus par les traite- 


\ 


« 


1 
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monts vectoriel cl scalaire (3q) cl (38) s’écrivent 



Appliquons maintenant les notations vecto¬ 
rielles. 

Par extension de ce que nous avons vu dans le 
cas de trois dimensions, nous représenterons par 
(a, b) le produit intérieur ou scalaire de a vecteurs 
à i indice. 

« 

* 

Produits vectoriels. — Considérons, par exemple, 
la première équation (53). Son premier membre est 
le produit intérieur du vecteur à î indice C par 
les 4 composantes a i indice (#, t )*, 5, /) du vecteur 
à i indice M*. Comme le résultat est un vecteur à 
i indice (4 composantes), nous représenterons celte 
opération par [CM]; le crochet simple indique que 
l’on obtient un vecteur à i indice. On aura 


F [CM]. 

La différentiation dans le cas de 3 dimensions 
étant représentée par \7, la différentiation dans le 
cas de 4 dimensions sera représentée par ; Q est 
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donc un vecteur symbolique à i indice (4 compo¬ 
santes); alors (Qa), appliqué à un vecteur a h 

i indice, est le scalaire 

Les équations ( { 7 ) et (48) s’écrivent donc 

( 0 * 1 *^ ~ o, ( 0*0 — o* 


Formons maintenant le curl à 4 dimensions par 
l’opération indiquée aux équations (5o); nous obte¬ 
nons ainsi un vecteur à a indices; c'est un produit 
vectoriel à a indices; nous le représenterons par le 
double crochet. Les équations (5o) s’écrivent donc 

M = IIO'I* II- 


Représentons maintenant l’opération au moyen 
de laquelle sont formés les premiers membres 
île (5i) par le symbole 

10m]; 

les équations (aq) et (aq # ) s’écrivent 

|Om] = 4^0, [<>M']=o. 


Quant aux relations ( 54)i elles se représentent sim¬ 
plement par l’équation 

F = [OtJ, 


11 reste à indiquer comment le tenseur d’univers 
peut s’exprimer au moyen du vecteur-champ. On 
appelle produit tenseur de deux vecteurs a, b à 
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deux indices et l’on représente par 

[[ab]| 

une opération que nous ne définirons pas en général 
parce que, dans la présente application, les deux 
vecteurs sont égaux. L’opération est alors beaucoup 
plus simple et se définit ainsi : 

[[aa]]= j(a,a*)- (ajaj.) j, 

où les parenthèses ( ) représentent les produits 

intérieurs tels que 

(ay&A-) = 8/58!;+ 

Le tenseur obtenu est symétrique. Cela posé, ou 
pourra vérifier la relation 

T = [[MM* 1 ]. 

En résumé, les équations du champ électromagné¬ 
tique et l’expression de la force qui s’exerce sur une 
charge en mouvement dans un champ électroma¬ 
gnétique s’écrivent 

( (o*)=°t (0 c )=°> n*=— 

(XXVI) M = [[<>*]]. [0 M J = 4*C, [0m‘]=o; 
( F = [Ot], T = [(MM]|. 

55. Il nous reste à montrer que les équations du 
champ conservent la môme forme pour les observa- 
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leurs liés aux systèmes S 1 et S*. Considérons les 
équations (3i) et (32); dans Sa, on aura pour (3i) 
et pour la première des équations (32) : 


(3i') 

( 3a' ) 


+ Wl 

d\t 


d* i 

d#\ 

(Cl y 

dy\ 1 ds\ dt\ 


c?Yi 

dz\ 

dt i 


o 


-r— ~ O. 


Reportons-nous aux relations (34)* Supposons-nous 
placés dans S 2 ; posons : 



nous aurons 



{ XjH- 


m 2 , e 2 , o’ 2 étant la vitesse du mobile dans S a ; or il 
nous faut le champ cinétique dans S 2 , c'est-à-dire 
la force exercée sur un corps immobile dans S* ; ce 
corps est donc animé dans S 2 de la vitesse 

U|B3 —XV) l’ifiseO, ||>| sss O ; 

on aura donc 


( <=> Xi, **1 = Y* 4- XVyi> 



Désignons par X t , Y*, Zj le champ dans S<, et 
tenons compte de la réduction des forces normales 
dans S 2 ; nous aurons 




4 


T 


ri ' 1 ' ^ -* \ * ». * .i- s. 

>■ * . - . ; - • ^ - ■•;■' 4f 4 - ^ . r 


'■y:':.; •" ^>T';V'-?-’..^ 

} •: 
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c’est-à-dire 


X, » X a , 


Y, 


i 


y/l — X* 


(Yv4-XV Y l), 


l 


I 


^_ (Zl -xvp,). 


De même, en partant des expressions (34 ; ), nous 


aurons 


«i 




Yi 


/ 


=M 

i — X* \ 




*4 


Transformons (3 1 et (3a') au moyen des rela¬ 
tions (G') ; nous obtenons, en supprimant le facteur 


commun 


s’écrire 


/« 


—— » deux équations qui peuvent 


(30 (Vse,) 


v 


dl, d\, 

dyi ^ dsi 


dot 

dt 



ïü 0 


(30 


dt* dY t 
dy t dz à 


dt\ 

dt% 


>>V(V5C,) = 


d’où l’on tire les relations 




rfZ, rfY, 

4* 




dy% dz% dt% 


~ o 


qui sont bien de la même forme que (3i') et (3a'); 
X a été éliminé. 

Opérons de même sur (33) et sur la première des 


L. 


j 
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équations (3o). Dans S t 011 a 


(V£i) = 4*v« P „ 


dj, </p, 1 d \, 


Transformons en tenant compte des relations (II) et 
de la valeur de p< (§21); il vient 



1 rfX î \ 
V» ~dtl) 

— XV4icp S (i s 



^Yi rfPi 1 rfX, , X / x -7 \ 

<?;“rfi;-vî-rf7r + v'' Vi ' s; 

— 4 tcîj — X V/fitpj— o. 

Multiplions la première de ces équations par — ^ 
et additionnons avec la seconde : 


i hx 

<(y* 


d$i 

dz t 


1 rfX, 

V* 


— 4 K) = O. 


Multiplions la seconde équation par — XV et addi¬ 
tionnons avec la première : 

\ 

07£.)-4itV«p,« o. 


Les deux dernières relations ont bien la même forme 
que celles que nous avions a transformer. 
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CHAPITRE VIII. 

ÉLÉMENTS DE LA DYNAMIQUE 

DE L’ÉLECTRON. 


Nous nous restreindrons à quelques points de la 
dynamique de l’électron. 


50. Self-induction et inertie. — Appliquons 
une force électromotrice E à un circuit de résis¬ 
tance R et de self-induction L; l’intensité i variera 
suivant la relation 



Ui 4- I 



Quand le régime permanent est atteint sensible¬ 
ment, le second terme du deuxieme membre s’an¬ 
nule; i devient constant : la vitesse des électricités 
dans le fil est constante; cela est analogue au cas 
d’un liquide se mouvant dans un milieu poreux. 

L’équation peut-elle se simplifier par suppression 
du terme Rt? Gela peut arriver si R est nul; un cas 
qui s’en rapproche est celui des supraconducteurs. 
Négligeons ce terme, divisons les deux membres 
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par la longueur du circuit, alors le premier membre 
devient le vecteur électrique X et, appelant /la self- 
induction par unité de longueur, on a 



D’après l’hypothèse généralement admise i — pwt/, 
où o) est la section. Soite la charge qui occupe une 
longueur s] on aura e = ptos] multiplions les deux 
membres par e et remarquons que eX est une force 
que nous représenterons par F J il vient 



Cette relation est entièrement semblable à la loi 
expérimentale fondamentale de la Dynamique, car, 

en unités G. G. S. E. M. t l est un nombre et est 

s 

homogène à une masse. 

Il y a parallélisme complet entre la loi de Faraday 
relative u l’induction dans un circuit fixe et la loi 
de Galilée-Newton. 

Sir J.-J. Thomson fit, en 1881 , une remarque dont 
la grande importance ne fut mise en lumière que 
beaucoup après. 

Dans les idées courantes, si une force F est appli¬ 
quée h un corps de masse m chargé, il prendra une 
accélération J avec la relation F ~ mj\ Mais Thom¬ 
son sut voir que, du fait que ce corps est chargé, il 
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* 

doit, par suite de la self-induction, résister à l’accé¬ 
lération plus que s’il était neutre. 

On peut calculer aisément ce surcroît de résis¬ 
tance diï au champ d’accélération. 

• H 

» 

57. Considérons d’abord une charge ponctuelles 
passant en M. On sait qu’en un point dont les coor¬ 
données polaires sont r et a, rapportées à un axe 


Fig. i3. 



passant par l’accélération, le champ électrique 

d’accélération a pour valeur ^ et est dirigé 

perpendiculairement au rayon vecteur. Cette valeur 

n’est atteinte qu’au bout du temps 4î enfin, cela 

n’est exact que si la vitesse est faible; la composante 
parallèle ù l’accélération sera donc 

. sin*a 


Cela posé, fixons nos idées sur un cas bien défiui. 
Considérons une charge e répartie on volume et uni¬ 
formément sous la densité p il l’intérieur d’une 
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sphère de rayon a, on aura 


4 


e = j 7 Tpa 3 . 

i 

Considérons deux éléments de volume dx et dx\ 

dx = dx dy dz } dx* =3 dx’ dy' dz f ; 

calculons le champ d’accélération de dx sur dx 1 ; ce 
sera, par application de l’expression précédente et 
en ce qui concerne la seule composante parallèle 11 
l’accélération, 


prfip dx' j 


— -s) 1 *+- (y 1 — y y 


l ( x ‘- a?)*-4- *'-*)’]* 


Supposons maintenant le rayon a assez petit pour 
que les actions exercées par tous les éléments sur 
l’un d’entre eux se fassent sentir sensiblement au 
même instant. Eu intégrant, nous aurons la force 
totale exercée par toute la sphère sur elle-même; 
elle est parallèle aOX, dirigée en sens contraire de 
l’accélération et égale à 

4 e* . 

Il y a donc une masse électromagnétique égale 

h - — dans le cas considéré; si, au lieu d’une 
5 a 77 

charge e en volume, on avait la môme charge à lu 
surface de la même sphère, il faudrait multiplier 
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par - , ce qui donne 


Masse électromagnétique au repos = - 


7. e 


3 a 


58. Quand Lorentz eut montré, d’après les lois de 
l’Electrodynamique et le principe de relativité, que 
la masse électromagnétique dépend de la vitesse et 
que les expériences sur les rayons cathodiques 
eurent vérifié cette loi de variation, on fit le raison¬ 
nement suivant : puisque la masse du corpuscule 
varie avec la vitesse comme l’indique la théorie, 
c’est que sa masse est entièrement électromagné¬ 
tique; il n’â donc pas de masse matérielle, en sous- 
entendant que cette dernière est invariable. Le cor¬ 
puscule est par suite formé d’électricité pure. Mais 
au point oit nous en sommes dans notre étude, celle 
conclusion n’est pas valable puisque nous avons vu 
que toutes les masses d'inertie, sans rien préjuger 
de leur origine, doivent varier de la mémo manière. 

59. Une conséquence importante et inattendue 
pouvait se déduire des résultats de J.-J. Thomson; 
l’énergie électrostatique de la sphère chargée en 
surface est 

1 e* 

t£ = lyiL, 

2 a 

sa masse électromagnétique est 5 —;. elle est donc 
égale a 


-4 


t 
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Alors dans .l’hypothèse où la matière serait uni¬ 
quement constituée par les deux électricités et où 
toute énergie serait électromagnétique, il résulte que 
la masse varie avec l’énergie; la masse qui ne peut 
servir de mesure à la matière doit être la mesure de 
l’énergie. 

Mais personne ne fît celte remarque, et c’est 
plus tard que M. Einstein arriva, par une autre 
voie, à une relation de même nature ('). 

CO. Considérons un électron de rayon a au repos 
et de charge e répartie par exemple en surface; 
supposons-lc en mouvement uniforme de vitesseXV 
parallèlement à OX. Son champ électrique total 
peut s’obtenir au moyen des potentiels scalaire et 
vecteur, ou plus simplement eu prenant les expres¬ 
sions (aa) du champ cinétique. Désignons para* 
l’excès de l’abscisse d’un point du champ sur l’ab¬ 
scisse du centre de, l’électron; les formules (aa) 
donnent, en faisant k ~ i, 


v .< <r(i —X«) 
\ 4 e ---- 


ii Y = V* 

à 

^«(i-X*) 

A 1 C --- ) 


ru • X») 


= ->.*)• 

Le champ magnétique a pour composantes 


a — o 


P « 


X Ve z( i — X*) 


X V e y(i -X*) 

v = - — -- 

• c) 


( x ) Voir Uiapilre 1\. 


i 


i 


» * 


V. 
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Les champs sont nuis à l’intérieur de l’électron. La 
densité d’énergie au point x , )•» 5 de l’espace est 


i /C 2 


S- V V* 


ac* . 


L’énergie électrique a pour valeur 


Ct(hi 


En remplaçant C 2 par X 2 + Y 2 -f- Z 2 et intégrant, on 
obtient 

\t e i 3-X* 

Iv = 


G a 


\/1 — X* 


L’énergie magnétique se calcule de même manière 
et a pour valeur 


i/ _ 

1 — 


i X*V*c* 


v /1 — X 4 « 


L’énergie électromagnétique est donc 


K - K, 4 - K w = 


V* r* 3 4 - X* 




v' i — X 2 


A ccroi sscm en t cl 'en ergi a, 


— Quand l’électron 
était au repos, son énergie magnétique était nulle; 
son énergie électrique avait pour valeur E 0 =^=E<, 
pourX = o. De sorte que, par suite du passage de 
l’état de repos à l’étal de vitesse uniforme XV, l’ac¬ 


croissement d'encrgic est 


K - Ko = 


\t e î / 3 4. X* 


i\a 


V i - X 4 


3 


i < 


i3i 
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Or nous avons vu que la masse au repos est cl, 
par suite, nous aurons pour niasse cinétique 


m c — - 


\ e* i 


3 a X* 


y/T—X* 


L’énergie cinétique sera donc 


e c =2 f!v* 

c \ a \ J\ 


I 


-I 


X 1 


or cela n’est pas égal à l’accroissement d’énergie 
que nous venons de calculer; cet accroissement est 
plus grand et le rapport des deux quantités est 

(pour X = o) 

1 

Il y a donc désaccord. Nous allons chercher à le 
faire disparaître. Gela dépend de ce que l’on choisit 
pour expression de l’énergie cinétique. 

Reprenons le calcul de la masse d’inertie en te¬ 
nant compte de la vitesse et en considérant la masse 
longitudinale. Nous supposerons d’abord l’électron 
chargé uniformément en volume. Soit a le rayon 
au repos. 

La force exercée par un clément tW sur l’élé¬ 
ment ch est, pour ce qui concerne l’accélération 
seulement, 


p* dx dx' j 


(C-s>* 




$ 


i 



# 9 


KLKMRNTS DM M\ DYXAMIQUIÎ DR LELECTRON 

Transformons : 


133 


P = -“ 


y/1 — X 1 


) 


dx = dx% ^i — X*, dx* = dx\ /1 — X*, 


(£ — #) = (£ — #)* /1 — X*. 


La force d’inertie totale sera 


J 


:* 




x J fp\dx\dx\ 


(*ï—. r> 5 -+-(Ç —*)| 


Itt- *)\+(ri-y)î + (Ç-*)?]* 


Cette intégrale est égale aux - de 


z/ P i *1 .= 


î 






i 

c’est-à-dire aux de l’énergie potentielle d'une 


3 <? 4 


sphère chargée uniformément dont la valeur est g — 
(<?, charge ; a, rayon). On a donc pour force d’inertie 


A e 4 _* 

£ -(i -X 4 ) * y. 
5 « v ^ 


Pour une même charge superficielle, il faut multi- 

» 

plier par On a donc : 


Masse longitudinale ) — a <? 4 . 

d’une charge superficielle sphérique ( ~~ 3 a ' 


s 


X 4 ) 3. 


Nous voyons ainsi que la masse longitudinale est 
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i M 

bien dans la relation voulue avec la masse au repos. 
Ce calcul n’est évidemment qu’une simple vérifica¬ 
tion. 

Nous allons maintenant calculer le travail. Il nous 
faut la force totale (duc à l'existence de la charge 
et a l’accélération) exercée par tout l’électron sur 
un de scs éléments (h. Ce sera pour la composante 
suivant OX : 

x = p . d: f ~ ( 1 - x * )( * tfr ~ , ' )l + -.*2} d,’. 

' - ^ - * - - ' * ' ^ ^ | J 

1 


({-*)* + (! - X*;[(r 4 -j )* -HS - *) 2 ] 


Nous décomposerons la vitesse en deux parties : 
la vitesse du centre et la vitesse relative de chaque 
élément (h '. Quand il s’agit de la puissance corres¬ 
pondant à la première, tous les éléments ont la 
meme vitesse v = XV \ la puissance, produit delà 
force par la vitesse, sera 


1 C 1 

5 a 


yi 


ci\ 


(i 


1 ( h 
liy 


que nous intégrons de o a X. Déterminons la cons¬ 
tante pour que l’intégrale soit nulle pour X = o. 


L’intégrale est alors 



Nous trouvons bien l’énergie cinétique du point. 
On aura 2 au lieu de j pour la charge en surface. 
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Seconde partie de la puissance . — La dislance 
de l'élément au plan équatorial, qui est ç 2 au repos, 

esl devenue £ 2 y /1 — X-. S’il y a accélération, X varie; 
l’élément se rapproche du plan équatorial avec la 
vitesse 


> d\t k — X* 

U - di - = ~ 

La puissance esl, par suite, 


? 1 J 

v/i — X 2 ' 


<** *• h [ v, « - 1 a- - HfU] [- î. i] • 

Il faut intégrer pour toute la sphère, ce qui donne 


I 1 y / 

5 « v /r^ 


Cela est la dérivée de 


\t e a _ 

-y—-(yi— X*»t-const.) (const. =i). 


Pour l’électron chargé en surface, on amv 


X! Si 

0 a 


(/i —X»—i). 


On a donc les valeurs suivantes : 



Accroissement 
d'éucrgic électrique : 

"L\/<—>•* .1 

Kncrgic 

de contraction : 

- 

Knci'gie magnétique : 
é l iX 1 

« « v/ï~X* 

Kncrgic 

e> 1 

« (> 

de translation : 


r* i 

Vi _ _ 

a G 


3 -H X* 


I - A 


Totaux : 

= v«£!i 

« G 


3 4- X 5 


L’énergie cinétique est égale à l’accroissement 
d’énergie électromagnétique diminué de l’énergie 
de contraction. 

La fonction de Lagrange est l’excès de l’énergie 
électrique sur l’énergie magnétique; en passant du 
repos au mouvement, on a 


e \ 3 

L *= V1 77F’ 

a b 


I-, = K, - E,„ = \ 


„«« .r 3-X» 

« ü [/! — X* 


1 

r^iïj 


L *= v ‘Ss 3 ' / '->■’> 


Lj — I.) y/1 — X*. 


Quant à l’énergie de contraction elle est proportion¬ 
nelle à l’action hamiltonienne par unité de temps, 

relative au travail d’ensemble. En ce qui concerne 

• • 

les différentes masses, et en appelant m la masse au 






.3; 
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repos, égale à j dans le cas de la charge super¬ 
ficielle, on a les valeurs suivantes des différents 
coefficients ; 



X = 0. 

0<X< 1. 

X^= 1. 

Masse d’inertie transversale.,.., 
Masse maupertuisienne. 1 

m 

/n(i — ).*)” * 

CC 

Masse d’inertie longitudinale .. 

m 

m ( 1 — X 1 )” * 

cc 

Masse cinétique. 

m 

X s )~* J 

wX _ * [1 — (1 — X*)*] 

00 

Masse hamiltonienne. 

m 

0 



61. L’électron charge élémentaire. — Nous 

avons vu que, jusqu’ici, il n’était pas prouvé que 
l’électron fiU formé d’électricité pure. Le fait que 

le rapport •— est constant d’après de nombreuses 

expériences veut dire que, si des charges différentes 
sont réparties sur des conducteurs sphériques de 
diamètres différents, toutes sont au môme poten¬ 
tiel ( , ). Voilà ce qu’on peut dire si l’on écarte toute 
hypothèse et en restant dans le domaine expérimental 

primitif. Mais les expériences de Townsend ( 2 ), de 

^ __ * 

(•) Cette égalisation des potentiels résulterait tout naturelle¬ 
ment des chocs des petits conducteurs entre eux. 

. ( s ) J.*S. Townsend, Sur les propriétés électriques des gaz 
(Ions, Électrons, Corpuscules , fasc. 2 , p. 904). 
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DYNAMIQUE I)H I.’kI.ROTRON, 


C.-T.-H. \\ r ilsim (') cîI dos expériences posté¬ 
rieures ont permis do déterminer la charge des 

noyaux de condensation dans la formation du 
« 

brouillard et Ton obtient une valeur égale au quo¬ 
tient de la charge d’un ion-gramme élcctro t.ytui IIC 
monovalent par le nombre d’Avogadro. Bien que 
des voix dissidentes se soient fait entendre, c’est 
là une coïncidence extraordinaire, qui donne un 
grand poids à l'hypothèse que les électrons sont 
tous semblables ayant même charge et même rayon. 
Ont-ils, en outre, une « masse materielle » qui 
serait aussi la même pour tous, bien entendu quand 
ils ont la même vitesse? L’hypothesc généralement 
admise et très séduisante est qu’ils en sont dénués 
et nous verrons bientôt qu’il existe une certaine 
probabilité pour qu’il en soit ainsi. 


(') l’i.-T.-lt. Wilson, Sur les noyaux de condensation pro¬ 
duits dans les ga* ( fons , Électrons , Corpuscules, fasc. 

p. IOTÜ). 
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62. Pour les misons exposées dans l'Introduction, 
nous ne dirons que quelques mots au sujet de la 
gravitation. 

L’expérience, l'observation et la théorie ont con¬ 
duit u admettre que les corps matériels s’attirent et 
& connaître l’intensité de la force quand la distance 
varie. Revenons un peu en arrière. Considérons 
deux corps formés d’une même espèce chimique 
simple, de l’argent pur par exemple. Pour certains 
physiciens, les « fluides électriques » n’existaient 
pas. Les phénomènes électriques apparaissaient 
comme une complication; les corps étaient habi¬ 
tuellement a l’état neutre et en outre de leurs 
propriétés, variables d’une espèce à l’autre, ils 
possédaient une propriété commune, l’attraction 
newtonienne, qui était considérée comme essen¬ 
tielle. On se trouve donc lu en présence de forces 
centrales attractives* 

s. 

Toutes les considérations qui font l’objet des 


c.iiuutup. i\. 


• î° 


Chapitres I et VI sont applicables ; pour le cas actuel, 
nous n’avons qu’il nous adresser aux formules géné¬ 
rales (XXIV) et (XXV). La comparaison avec l’ex¬ 
périence nous a montré que, pour K—-I-I, ces 
relations pouvaient être étendues. Nous pourrions 
chercher quelles seraient les conséquences d’une 
telle extension pour le cas K ~~ — i, 


Nous arriverions a plusieurs résultats faciles à 


obtenir. Mais je vais montrer qu’il ne peut exister 


une substance simple dont tous les éléments s’atti¬ 


reraient, comme toutes les parties d’un électron se 


repoussent. 

Il suffit de reprendre, en faisant K=— 1 , le 
calcul de la masse au repos (§ 57). On trouve immé¬ 
diatement la môme valeur, changée de signe, pour la 
résistance opposée par un corps ii une accélération. 
Cette résistance est négative; c’est-à-dire que, du 
fait que la vitesse d’un corps croit, elle tend à 
croître encore davantage. 

Autrement dit, les mots de force , de masse 
d'inertie n’ont plus aucun sens dans le cas actuel. 
S’il existait une substance simple dont tous les élé¬ 
ments s’attireraient, les corps qui en seraient formés 
n’ôbéiraierit pas aux principes posés. 

C’est donc une conséquence dés principes posés 
que K soit égal à -H i. 

On peut ainsi conclure qu’en introduisant le prin¬ 
cipe a dans la Dynamique générale, on en rejette, 
le principe de réaction sous sa forme ancienne, le 
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principe d’indépendance des ellelsdes forces; qu'en 
oulrc les forces centrales entre corps en repos varient 
en raison inverse du carré de la distance et que les 
forces entre corps simples identiques sont répul¬ 


sives. La Dynamique ainsi modifiée conduit h 
l’Elcctrodyn unique avec laquelle elle se confond. 


Gomment alors peut-on rendre compte de 
l’attraction newtonienne et de la loi de l’inertie de 


Galilée-Newton dans le cas des corps neutres ? 

Admettons que la matière est composée des deux 
électricités, que les répulsions entre électricités de 
même signe sont égales aux attractions entre électri¬ 
cités de signes contraires et que ces électricités 
élémentaires sont empêchées de se fusionner grêce 
il des forces de réaction inconnues; alors la masse 
des corps neutres est de nature électromagnétique et 
l’on en rend bien compte; mais on ne peut expliquer 
l’attraction newtonienne. 


Admettons, au contraire, comme on l’avait proposé 
quelque temps, qu’il y a une légère prédominance 
de l’attraction sur la répulsion; on explique ainsi 
l’attraction résultante, maison ne peut plus s’expli¬ 
quer la loi de Galilée-Newton, car on retombe sous 
l’objection du paragraphe 62, il moins qu’on ne 
refuse, comme on en a le droit à la rigueur, d’appli¬ 
quer au cas de l’attraction l’extension justifiée a 
posteriori lorsque K est positif. 

On voit que les difficultés naissent dès que l’on 
considère des moüvements relatifs non uniformes 


des deux systèmes de référence. 
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Pour éviter ccs difficultés, renonccra*t*nnà l'unité? 
Àdmettva-t-nn que la Dynamique générale contient 
nu moins deux parties distinctes ? Dans l’une il s’agit 
des forces répulsives entre corps identiques; le 
principe a, dont renoncé implique la relativité, 
sera valable. Dans l’autre, relative h la gravitation, 
on admettra que la propagation est instantanée; la 
transformation de Galilée sera applicable; il y aura 
relativité pour les phénomènes qui dépendent exclu¬ 
sivement de la gravitation, car on passe de la trans¬ 
formation de Lqrcnta à celle de Galilée en 
faisant X = o. Mais le principe de relativité sera 
violé dans les phénomènes où interviennent a la fois 
la gravitation et la propagation de la lumière, 
comme c’est le cas pour les observations astrono¬ 
miques. 

Dans les deux dynamiques d’ailleurs, la loi de 
Galilée-Newton sera la même, du moins au début du 
mouvement* 

■f 

Les travaux récents, dont nous donnons plus loin 
une liste, et ceux à venir permettront, sans doute, 
de vaincre les difficultés suscitées par la gravitation 
et la considération des mouvements non uniformes. 

Nous nous bornerons ici à exposerbrièvement les 
résulta»?, dus a des vues déjà anciennes d’Einstein. 


03. Inertie de l’énergie. — En iqoà. Einstein^) 


(■) A. liixsîKix, Ann. der l*hys ., t. XVIII, njo5, p. G3j. 
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a déduit du principe de relativité une conséquence 
importante au sujet d’une relation entre l’énergie 
interne d’un corps et sa masse (au repos). 

Revenons aux deux systèmes d’axes déjà consi¬ 
dérés. Supposons que, dans l’un d’eux, il y ait 
émission d’ondes planes pendant un temps limité , 
de telle sorte que l’énergie rayonnée soit /; dans le 
second système, dont le mouvement par rapport au 
premier est XV dans la direction OX, l’énergie 
mesurée est 



i — X cos 9 


ip est l’angle de la direction de la radiation avec OX, 
mesuré dans le premier système. Soient E, l’énergie 
avant rayonnement mesurée dans le premier sys¬ 
tème, Ej l’énergie après rayonnement mesurée dans 
le môme système; II|, II a les mesures analogues 
dans le second. Si le corps rayonne de part.et 

d’autre une quantité d’énergie on aura 


K, - E,= 


L I, 

— H- — » 
2 2 


H,-H,= t 

Par suite, 


L i — X cos 9 J, 
* y/l — X* 




i-hXcosÿ L 

v/i — X* 


y/i — X 1 


(Hi — Ej) - (IR— K,) = 


- h hè 


i 


X* 


Les différences de la forme II — E ne diffèrent 
de l’énergie cinétique G du corps que par une 
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constante additivc K qui dépend du choix des 
constantes arbitraires des énergies II et E. On peut 
donc poser 

_ Hj — I*| = G, K, II) —■ K) = Cj H- K| 

où K ne change pas pendant l'émission d’énergie. 
On a donc 


C, - G, = l.f -=A== 


En négligeant les quantités du quatrième ordre et 
d’ordres plus élevés, il vient 


0 ,- 0 * = 


ïi r* 

vî 7 


Si donc un corps rayonne une quantité d’énergie L, 
sa masse diminue de mais cela doit être indé- 

» i • » 

pendant de la manière dont le corps cède son 
énergie; la masse d’un corps est donc la mesure 
de son contenu d’énergie . 

En outre, on voit que le rayonnement transporte 
l’inertie des corps qui émettent aux corps qui 
absorbent. 

* 

Rapprochons maintenant ce résultat de celui du 
paragraphe 59. Ici la masse au repos est égale a 

l’énergie divisée par V 2 ; nous avions trouvé qu’elle 

/ v ■ 

était égale aux | de l’énergie électrostatique; il faut 

? " », • « 

donc conclure qu’ij y a dans l’énergie d ? un électron 

une partie supplémentaire égale au tiërs de L’énergie 
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électrostatique. Quelle est cette énergie supplémen¬ 
taire ? 


Ci. Pression de Poincaré. — Admettons que 
l’électron est une charge superficielle sphérique 
pure dont toutes les parties obéissent à la répulsion 
électrostatique. Soient dS un élément de surface, 
<r la densité superficielle : e = 4rca 3 ?. La force sur 
un élément dS est 


i 

et la pression est 


s, 

2 a* 

V*e* 

P 8Tta v * 


Admettons qu’il existe en dehors des électrons et 
dans tout l’espace une pression ayant cette valeur. 
L’énergie due h la présence de l’électron dans ce 
milieu est le produit du volume par la pression', ce 
qui fait 

4 , V«c* i 

- -r X ~7Ta J = - X “• 

8 -k a* 3 'ia 3 

C’est bien le tiers de l’énergie électrostatique. 

Qettc pression normale uniforme équilibre la 
répulsion électrostatique au repos; elle explique 
très bien la forme d’équilibre ellipsoïdale prise par 
l’électron en mouvement, la pression électrique 
diminue aux pôles; il n’y a pas variation du dia- 
\ mètre équatorial-parce que la force électrodyna- 

_ i 

mique résultant du mouvement de l’électron dans 

% 

L. io 
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# $ou propre champ magnétique contrc-balunco l'ac¬ 
croissement de la pression électrique. 

On voit combien ces résultats sont satisfaisants et 
pour quelle faible part l’hypothèse y intervient. 

Si l’on ne veut pas faire uppel à cette hypothèse* 
on n’explique plus la forme sphérique de l’électron 
au repos. Mais celle-ci étant admise, on peut com¬ 
prendre que, lors du mouvement, la forme d’équi¬ 
libre est l’ellipsoïde. En effet si l’électron au repos 
est sphérique, c’est que les forces (électrostatiques) 
normales il la surface passent par le centre. Lors du 
mouvement, elles doivent être normales h la surface 
transformée d’après le principe des travaux virtuels. 
Le problème est un cas particulier auquel s’applique 
immédiatement lu transformation des dimensions et 
des forces résultant des principes posés. L’analogie 
avec l’expérience de Trouton et Noble (§38) est 
complète. 


G5. Puisque la masse au repos est lo quotient de 
l’énergie interne par V 2 et puisque la loi d’attraction 
newtonienne est exacte, on est conduit, d’après 
Einstein, à envisager la loi de Newton comme 
exprimant, en réalité, l'attraction dé l'énergie 
par l'énergie; le poids serait proportionnel h 
l’énergie. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi; il 
en résulterait qu’un môme corps avant ou après 
rayonnement aurait môme poids et des masses diffé¬ 
rentes; alors l’accélération due à la pesanteur 


/ > 
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varierait. M. Kotvos ( 1 ) a fait des expériences pour 
examiner ce point; il a constaté (pie la direction de¬ 
là verticale est la même pour tous les corps, ce qui 
exige que le poids soit proportionnel à l’inertie. 

L’énergie est donc il la fois inerte et pesante; un 
même corps pèse, s’il est chaud, plus que s’il était 
froid. 

Les composés qui se forment en dégageant de la 
chaleur sont plus légers que les éléments cons¬ 
tituants. 

a 

Par suite de la transformation des corps radio¬ 
actifs, les produits ultimes,, hélium et plomb, de 
révolution de l’uranium doivent avoir une inertie 
totale inférieure de plus d’un dix-millième h celle 
de l’uranium primitif ( 3 ). 

66. M, Langcvin voit une preuve expérimentale 

de la pesanteur de l’énergie interne dans les écarts 

* 

il la loi de Prout; les poids atomiques, bien que 
sensiblement multiples d’une même quantité, pré¬ 
sentent certaines irrégularités; les écarts provien¬ 
draient de ce que la formation des atomes à partir 
d’éléments primordiaux, par désintégration comme 
on le voit en radioactivité, ou par un processus 
inverse non encore observé qui donnerait naissance 
aux atomes lourds, s’accompagnerait de variations 


(') B. Kotvüs, Math, und naturw. (Ber. aits Ungarn, 
l. VIII, 1890). 

( J ) J\ Lanoevin, Journal de Physique, juillet 1913, p. 5 $ 4 * 
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d’énergie interne par émission on absorption de 
rayonnement. 


07. Pesanteur de la lumière. — Jusqu’ici» il 

s’agit de pesanteur de l’énergie unie à la matière; 
en serait-il de même de l’énergie rayonnante ? C’est 
ce qu’a pensé Einstein; d’après lui, un rayon lumi¬ 
neux doit être dévié au passage près d’un astre; 
pour un rayon passant près du Soleil, la courbure 
doit atteindre o",84, ce qui n’est pas inaccessible à 
l’expérience (• ). 

L’énergie pure est-elle quelque chose dont tous 
les éléments s’attirent? Ce que nous avons vu au 
paragraphe 62 ne s’y oppose pas nécessairement. 


Elle suit des lois tout autres que le complexe appelé 
matière , puisque l’énergie rayonnante atteint tout 
de suite la vitesse V et la conservé. On voit que 
dans ce cas le mot accélération n’a plus de sens. 

Pour la théorie de la gravitation et l’extension de 
la théorie de la relativité, on pourra consulter les 
Mémoires suivants : 


^ j g 

A. Einstein, Au sujet de Vinjluence des forces 
de gravitation sur la vitesse de la lumière {Ann. 

der Phys ., t. 3 o, 1911, p. 898; t. 38 , 1912, p. 356 ). 

E. Nohdstrom, Principe de relativité et gravi¬ 
tation {Physikalische Zeitschrift , t. 13 , 1912, 
p. 1126); Masse d } inertie et masse pesante {Ann. 



? 

( l ) A. Einstein, Archives de Genève, n* 1 , 1914, p. 6 . 
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der Phys. } t. 40 , 1913, p* 856 ); Sur la théorie de 
la gravitation du point de vue de la théorie de la 
relativité (Ann. der Phys ., t. 42 , 191 3 } p. 533 ); 
Loi de la chute et mouvement des planètes dans 
la théorie de la relativité (Ann* der Phys., t. 33, 
1914» p. 11 o 1 ); Sur la possibilité d'unifier le 
champ électromagnétique et le champ de gravi¬ 
tation (Phys. Zeitschr.) t. 15 , i q 1 4 1 p» 6 o 4 ); Sur 
la loi de l'énergie dans la théorie de la gravi¬ 
tation (Phys. Zeitschr.) t. 15 , 1914* P* 375). 

G. Mie, Sur la théorie de la gravitation (Phys. 
Zeitschr., t. 15 , 191 4 y p* ii 5 cl 169; Ann. der 
Phys., t. 40 , 1913, p. a 5 ). 

Einstein et Fokkkr, La théorie de la gravita¬ 
tion de Nordstrom du point de vue du calcul 
différentiel absolu (Ann. der Phys.) t. 44 , 1914, 
p. 3 a 1). 

Behacker, La chute libre et le mouvement pla- 

♦ 

né taire dans la théorie de Nordstrôm (Phys. 
Zeitschr.) t. 15 , 1913, p. 989). 

Isihwara, Sur le principe de moindre action 
dans Vélectrodynamique des corps pesants (Ann. 
der Phys., t, 42 , hji 3 , p. 986); Fondements 
d'une théorie électromagnétique relativistique 
de la gravitation (Phys. Zeitschr ., t. 15 , 1914» 
p. 294 et 5 o 6 ). 

F. Kottler, Principe de relativité et mouvement 
accéléré (Ann. der Phys., t. 44 , 1914, p. 701). 

Einstein cl Grossmann, Esquisse d'une théorie 
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de la relativité généralisée et d'une théorie de la 
gravitation ( Zeitschr. für Math. u. Phys., t. 62 , 
i()i 3 , p. 6). 

Einstein, Hases physiques d'une théorie de la 
gravitation (Archives de Genève , t. 37 , iyi 4 , 
p. i); Principes de la théorie généralisée (Phys. 
Zeitschr ., t. 15 , i<>1 4 ? p* 176). 

Grossmann, Définitions, méthodes et problèmes 
relatifs à la théorie de la gravitation (Arch. de 
Genève , t. 37 , ipi/j, p. i 3 ). 

Ueissner, iS'm/* la relativité des accélérations en 
mécanique (Phys. Zeitschr., t. 15 , icji/f, p* ^71). 

Pour lu théorie originelle de lu relativité, nous 

» 

renvoyons il lu bibliographie très complète donnée 
dans lu traduction française du Traité de Physique 
de Ghwolson, Paris, Hermann. 

Toir aussi D. Bkiitiielot, Sur la représentation 
mécanique des phénomènes électriques et magné¬ 
tiques et la théorie de la relativité (Revue élec¬ 
trique , t. XXV, n° 290 , ai avril tpiO). 


NOTE. 

sun l’équation Q = o. 

Àu paragraphe 46 , nous avons rencontré des tonc-, 

tions qui, tout en satisfaisant a l’équation | | v = o, 
se propagent dans une direction donnée avec une 
vitesse arbitraire X V(o < X < i). 

On peut obtenir une intégrale assez étendue de 

l’équation | | v = o en prenant, non des fonctions 
arbitraires, mais une fonction harmonique des trois 
coordonnées j', z et en y faisant la substitution 
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(ou la substitution plus générale du paragraphe 17 ). 
Soit une fonction harmonique, apres substitution 
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